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1.6. Βασικά Σήµατα 

 
1.6.1.  Περιοδικά Σήµατα 

 
 Επειδή πολλά φαινόµενα του φυσικού και τεχνολογικού κόσµου που 
περιβάλλει και ενδιαφέρει τον άνθρωπο, εµπεριέχουν την έννοια της 
περιοδικότητας, όπως π.χ της καθηµερινής ανατολής και δύσης του ήλιου, των 4 
εποχών του έτους, των κύκλων του φεγγαριού, της καρδιακής λειτουργίας, της 
µηχανικής λειτουργίας ενός αυτοκινήτου ή αεροπλάνου, κτλ, έτσι και µια πολύ 
σηµαντική κατηγορία σηµάτων (που εκφράζουν τέτοια περιοδικά ή κυκλικά 
φαινόµενα) είναι τα λεγόµενα Περιοδικά Σήµατα. 
 
     Οπότε (κατ’αντιστοιχία µε τον γνωστό ορισµό µιας περιοδικής συνάρτησης στα 
Μαθηµατικά), έχουµε:  
Ονοµάζουµε περιοδικό ένα χρονοσυνεχές σήµα )(tf , µε περίοδο T, όταν υπάρχει 
σταθερός πραγµατικός αριθµός 0≠T , τέτοιος ώστε να ισχύει: 
 

( ) ( ),f t f t T t= + ∈ℝ     (1). 
 
Με άλλα λόγια, ένα χρονοσυνεχές σήµα-συνάρτηση είναι περιοδικό, όταν 
παραµένει αµετάβλητο σε µια µετακίνηση-πήδηµα του χρόνου κατά T. 
 
Ο αριθµός T λέγεται Περίοδος του Σήµατος, ενώ ο ελάχιστος θετικός αριθµός T 
που ικανοποιεί την (1) λέγεται θεµελιώδης (ή αρχική) περίοδος – συνήθως 
λέγοντας περίοδο ενός σήµατος εννοούµε την θεµελιώδη του περίοδο. 
Προφανώς ισχύει, *( ) ( ),f t f t T Zκ κ= + ∀ ∈ , δηλ. η (1) ισχύει για κάθε ακέραιο κ , 
που σηµαίνει ότι το σήµα )(tf  έχει γενικά άπειρες περιόδους ,....)3,2,( TTT ±±± . 
 
     Ανάλογα, λέµε ότι ένα χρονοδιακριτό σήµα ( )x n , (n Z∈ ), είναι περιοδικό µε 
περίοδο Ν, όταν υπάρχει ακέραιος αριθµός 0N ≠  , τέτοιος ώστε να ισχύει: 

 
 ( ) ( ),x n x n N n= + ∈ℤ    (2). 

 
 (Με άλλα λόγια, ότι ένα χρονοδιακριτό σήµα (ακολουθία) είναι περιοδικό, 
όταν επαναλαµβάνει τον εαυτό του κάθε φορά που συµπληρώνει Ν τιµές – 
δείγµατα). 
 Προφανώς και εδώ, το )(nx  έχει γενικά άπειρες περιόδους, 
( ,....32, NNN ±±± ), ενώ λέµε αρχική ή θεµελιώδη περίοδο, την ελάχιστη θετική 
τιµή του Ν, για την οποία ισχύει η σχέση (2). Ας σηµειωθεί ότι η περίοδος ενός 
χρονοδιακριτού σήµατος (ακολουθίας) είναι πάντα ένας ακέραιος αριθµός. 



)(),(,1 IIAtt ∈αρρητοςαν  

Παρατηρήσεις : 
 Α) Κάθε περιοδικό σήµα έχει θεµελιώδη περίοδο T, εκτός του σταθερού 
σήµατος Ctf =)( , που έχει απροσδιόριστη θεµελιώδη περίοδο ή αλλιώς έχει 
θεµελιώδη περίοδο οποιονδήποτε θετικό αριθµό. 
 Π.χ. η γνωστή συνάρτηση – σήµα του Dirichlet  
 

=)(tf  
 
αποδεικνύεται ότι δεν έχει περίοδο αφού πράγµατι: για να ισχύει η (I), µε Qt∈  θα 
πρέπει και QT ∈ , ώστε QTt ∈+ )( , ενώ για την (ΙΙ) µε At∈  θα πρέπει πάλι 

QT ∈ , ώστε ATt ∈+ )( , (δεδοµένου ότι: ρητος+ρητος=ρητος, και 
αρρητος+ρητος=αρρητος). Άρα, και στις 2 περιπτώσεις αρκεί QT ∈  οπότε 
οποιοσδήποτε ρητός αριθµός ( 0≠ ) είναι περίοδος της )(tf . Εποµένως, η 
συνάρτηση του Dirichlet δεν έχει αρχική περίοδο. (Σχετικά ισχύει: κάθε περιοδική 
συνάρτηση – σήµα )(tf , ή θα έχει θεµελιώδη περίοδο T και όλες οι άλλες 

περίοδοι της θα είναι ακέραια πολλαπλάσια της T ( *, ZT ∈κκ ), ή θα έχει 
οποιαδήποτε σταθερά (>0), ως θεµελιώδη περίοδο). 
 Β) Αν T είναι η θεµελιώδης περίοδος ενός σήµατος )(tf , τότε (όπως είδαµε 

κάθε αριθµός )(, *ZT ∈κκ , είναι περίοδος του )(tf . 
 Γ) Αν ένα σήµα )(tf  είναι περιοδικό µε περίοδο T, τότε και η )(atf , µε 

*Ra∈ , είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο T/α. 
 

1.6.2. Χρονοσυνεχή Περιοδικά, Ηµιτονοειδή και Μιγαδικά – 
Εκθετικά Σήµατα 

 
Α) Χρονοσυνεχή Ηµιτονοειδή Περιοδικά Σήµατα 
 
 Μια σηµαντικότατη οικογένεια περιοδικών Σηµάτων (συναρτήσεων), είναι 
τα ηµιτονοειδή (ή τα αρµονικά) σήµατα, που ως γνωστόν είναι της µορφής : 

)sin()( ϕω +⋅= tAtf  ή )cos()( ϕω +⋅= tAtf , (3). 
 Τα ηµιτονοειδή σήµατα (συναρτήσεις), έχουν πολλές και καλά γνωστές 
ιδιότητες, µε εύκολα (σχετικά) προσδιορίσιµα χαρακτηριστικά, γι’αυτό και 
αποτελούν τη βάση για την ανάλυση και εξέταση πολλών άλλων ποίο σύνθετων ή 
πιο «δύσκολων» σηµάτων (Ανάλυση Fourier, κλπ). 
Υπενθυµίζουµε σχετικά ότι: 

 Α) Τα ηµιτονοειδή σήµατα (συναρτήσεις) έχουν περίοδο 
ω
π2

=T , (που 

εκφράζεται σε sec), ή αλλιώς έχουν κυκλική συχνότητα 
T

π
ω

2
= , (που εκφράζεται 

σε rad/sec), είτε τέλος ότι έχουν συχνότητα (ή φυσική συχνότητα) 
π
ω
2

1
==

T
v  ή 

vπω 2= , (όπου v εκφράζεται σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο (c/sec) ή σε Hertz 
(Hz)). 
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 Β) Έχουν πλάτος A , που εκφράζει τη µέγιστη τιµή του σήµατος. 

 
 Γ) Έχουν φάση ( ϕω +t ), όπου φ η τιµή της φάσης για 0=t  (γι’αυτό και 
λέγεται αρχική φάση). 
 
 ∆) Το γράφηµα τους είναι η γνωστή ηµιτονοειδής καµπύλη (αρµονικό 
κύµα), ενώ το γράφηµα τους σε µια περίοδο T λέγεται και κύµα ή κυµατοµορφή. 
 
 Ε) Ισχύουν οι προτάσεις: 
 
  Ε1) Τα αθροίσµατα 2 ή περισσότερων ηµιτονοειδών (αρµονικών) 
σηµάτων µε την ίδια περίοδο T (κυκλική συχνότητα ω), είναι επίσης ηµιτονοειδές 
σήµα µε την ίδια περίοδο T (κυκλική συχνότητα ω). 
 
  Ε2) Τα αθροίσµατα ηµιτονοειδών σηµάτων, που η κυκλική 
συχνότητα του καθενός είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της κυκλικής συχνότητας 0ω  
ενός εξ’αυτων, είναι επίσης περιοδικό σήµα – γενικά µη ηµιτονοειδές – µε 
κυκλική συχνότητα 0ω . Π.χ το σήµα )56cos(2)4cos(3)2sin()( −−−= ttttf , είναι 

περιοδικό µε κυκλική συχνότητα 20 ==ωω , ή π
π

ω
π

===
2

22

0

T . 

 
  Ε3) Το άθροισµα ηµιτονοειδών σηµάτων είναι περιοδικό σήµα –
γενικά µη ηµιτονοειδές-, εάν και µόνο εάν ισχύει: οι κυκλικές συχνότητες τους ανά 
δυο, έχουν λόγους ρητό αριθµό, (δηλ. τα ηµιτονοειδή σήµατα 

)sin()( 1111 ϕω +⋅= tAtf  και )cos()( 2222 ϕω +⋅= tAtf , θα έχουν άθροισµα 

περιοδικό σήµα αν και µόνο αν: ==
λ
κ

ω
ω

2

1 ρητός αριθµός, ),( *Z∈λκ . 

 Είτε αλλιώς, ισοδύναµα: Το άθροισµα ηµιτονοειδών σηµάτων 
(συναρτήσεων), έστω ......)sin()sin()( 222111 ++⋅++⋅= ϕωϕω tAtAtf  είναι 
περιοδικό σήµα (γενικά µη ηµιτονοειδές), αν και µόνο αν, υπάρχουν 

,....., 21 κκ *Z∈ ,τέτοια ώστε: T===== ....
22

2

2

1

1 ω
π

κ
ω
π

κ . 

Π.χ 
 

 Ι) Το σήµα )5
4

1
cos(7)2

3

1
sin(6)( +−−= tttf , είναι περιοδικό, αφού (Ε3), 

*

2

1

3

4

4
1
3

1
Q∈==

ω
ω

 και µάλιστα έχει περίοδο: 
2

2

1

1

22

ω
π

κ
ω
π

κ ==T  ή 

4
1
2

3
1
2

21

π
κ

π
κ ==T   ή 



 ή πκπκ 21 86 ==T , οπότε 
3

4

6

8

2

1 ==
π
π

κ
κ

, άρα ππ 2446 =⋅⋅=t , (δηλ. κυκλική 

συχνότητα 
12

1

24

22
0 ===

π
ππ

ω
T

). 

 ΙΙ) Αντίθετα το σήµα )sin()3cos()( tttg π−= , δεν είναι περιοδικό αφού κατά 

την πρόταση (Ε3) έχουµε *

2

1 3
Q∉=

πω
ω

. 

 ΙΙΙ) Το σήµα )24sin(4)2cos(3cossin7)( −+−−+= tttttf  είναι περιοδικό, 
µε θεµελιώδη περίοδο π2=T  (ή )10 =ω , διότι: είναι άθροισµα ηµιτονοειδών 
σηµάτων και του σταθερού σήµατος 7 (που ως γνωστό κάθε σταθερό σήµα, µπορεί 
να θεωρηθεί περιοδικό µε περίοδο οποιοδήποτε αριθµό ( 0≠ )) Επίσης το tsin  έχει 
κυκλική συχνότητα 10 =ω (ή π2=T ), όπως και το tcos , ενώ οι άλλοι προσθετέοι 
( )2cos(3 t− ) και ( )24sin(4 −t ) έχουν κυκλικές συχνότητες 2 και 4 αντίστοιχα, 
δηλ. πολλαπλάσια της 10 =ω . 
 άρα και το άθροισµα τους, δηλ. το σήµα )(tf  σύµφωνα µε την (Ε2), θα 
είναι περιοδικό σήµα µε περίοδο π2=T  (ή 10 =ω ). 
 IV) Το σήµα )17cos()2sin(3)( +−= tttf , είναι περιοδικό, αφού κατά την 

πρόταση (Ε3), είναι: *

2

1

7

2
Q∈=

ω
ω

, µε 
7

2

2

2
21

π
κ

π
κ ==T  ή 

7

2

7

2

2

1
21 ==>==

κ
κ

πκπκT , άρα π2=T  (ή 10 =ω ). 
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Β) Χρονοσυνεχή Μιγαδικά – Εκθετικά Περιοδικά Σήµατα 
 
 Μια αξιοσηµείωτη ιδιότητα των Ηµιτονοειδών Σηµάτων (συναρτήσεις) 
στην οποία και οφείλουν την τεραστία χρησιµότητα τους σε πολλά πεδία 
εφαρµογών (εκτός από το ότι είναι οι βασικότερες περιοδικές συναρτήσεις – 
σήµατα), είναι ότι σχετίζονται άµεσα µε τους µιγαδικούς αριθµούς, ,µέσω της 
γνωστής σχέσης του Euler: 
 

)sin()cos( tjte tj ωωω ⋅+= ,           (4) 
 
 Με αλλά λόγια, τα ηµιτονοειδή σήµατα µέσω της σχέσης (4) που γράφονται 
και )2sin()2cos(2 vtjvte vtj πππ ⋅+=  (4 α) (αφού vπω 2= ), κατορθώνουν να 
συνδέουν τους πιο αξιοσηµείωτους υπερβατικούς αριθµούς π και e, µε τους 
µιγαδικούς αριθµούς (ως γνωστό: 1,12 −== je jπ ), µια σύνδεση ιστορικής 
επιστηµονικής σηµασίας, αφού υπήρξε το θεωρητικό έναυσµα (ανάλυση Fourier, 
ανάλυση κυκλωµάτων, κλπ) για πολλές από τις σύγχρονες τεχνολογικές 
αποκαλύψεις. 
 Έτσι, τα ηµιτονοειδή (χρονοσυνεχή αλλά και χρονοδιακριτά) περιοδικά 
σήµατα, σχετίζονται άµεσα µε τα αντίστοιχα µιγαδικά – εκθετικά περιοδικά 
σήµατα, µια αλληλουχία που επιτρέπει συχνά την αλληλοσυµπλήρωση τους, µε 
συνέπεια να διευκολύνεται δυναµικά ο χειρισµός πολλών σχετικών προβληµάτων 
των εφαρµογών, (ως γνωστόν π.χ. µια σύνθετη αντίσταση ενός απλού ηλεκτρικού 
κυκλώµατος εκφράζεται συνήθως µέσω µιγαδικών αριθµών, ενώ η Ανάλυση 
Fourier βασίζεται στα ηµιτονοειδή σήµατα). 
 
 [Υπενθυµίζεται σχετικά από τους µιγαδικούς ότι: κάθε µιγαδικός αριθµός 

CZ ∈ , µπορεί να γράφει στις εξής ισοδύναµες µορφές: 
 

iz βα += ,                       (αλγεβρική µορφή),                                        (4β) 
 

),( βα=z ,                        (διατεταγµένο ζεύγος), 

)sin(cos ϕϕ ⋅+⋅= jzz , (τριγωνοµετρική µορφή), 

zzz ∠⋅= ,                       (πολική µορφή), 
ϕjezz ⋅= ,                       (εκθετική µορφή), 

 

όπου το µέτρο του z  είναι,    22 βαρ +==z   

 
και το πρωτεύον όρισµα φ (φάσορας) είναι 
 
 
 
 
    ],( ππϕ −∈∠== zArgz ,     µε  
 
 
 

z

z)Re(
cos ==

ρ
α

ϕ  



 
Επίσης, ισοδύναµα µε την (4), ισχύουν οι γνωστοί τύποι του Euler: 
 
 
 

 
 
 
 
 
 Εξάλλου, )sin(cos ββαβα jee iz +=+= , (4γ), zww ez ln⋅= , (4δ), (δηλ. 

)(ln)(ln)()( Argzjzizwi eei ⋅+⋅+⋅+ ==+ δγδγβα ).   Τέλος,   22 ,1,1
πππ −

=−== ejee jjj ]. 
 
 Ας εξετάσουµε τώρα, αν ένα χρονοσυνεχές Μιγαδικό – Εκθετικό σήµα, 
είναι περιοδικό: Έστω λοιπόν, tjetf 0)( ω=  (5), οπότε σύµφωνα µε την (1) θα 

πρέπει να ισχύει: )(),()( tTtftf ∀+= , δηλ. )(0 Ttjtj ee o += ωω
ή Tjtjtj eee o 00 ωωω ⋅=  ή 

10 =Tje ω  (6). 
 οπότε: αν 00 =ω , τότε 1)( =tf , άρα το σήµα είναι σταθερό και εποµένως 
είναι περιοδικό για κάθε τιµή του 0≠T . Ενώ, αν  00 ≠ω , τότε η θεµελιώδης 
περίοδος 0T  του )(tf  - που είναι η µικρότερη θετική τιµή του T για την οποία 
ισχύει η (6)- είναι : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 άρα, το χρονοσυνεχές Μιγαδικό – Εκθετικό σήµα tjetf 0)( ω=  είναι 

περιοδικό µε την ίδια µάλιστα θεµελιώδη περίοδο 
0

0
2

ω
π

=T  όπως και τα 

αντίστοιχα ηµιτονοειδή σήµατα της σχέσης Euler, δηλ. 
)sin()cos( 00

0 tjte tj ωωω ⋅+= ,απ’την οποία µπορούµε προφανώς να πάρουµε: 
 
 
 
 
 
 
 

2
)cos(

0tjtj ee
t

ωω

ω
−+

=  

j

ee
t

tjtj

2
)sin(

ωω

ω
−+

=  

(4β) 

0
0

2

ω
π

=T  

 

,(7), 
Αφού <=>⋅+== )sin()cos(1 00

0 TjTe Tj ωωω  
<=>=<=>=⋅+ Tj 021)2sin()2cos( ωκπκπκπ  

 

0

2

ω
κπ

=<=>T  

)0min0( >=TT  

)1( =κ  
0

0
2

ω
π

=T  

{ }tjet 0Re)cos( 0
ωω =  

{ }tjet 0Im)sin( 0
ωω =  

,(8) 



1.6.3. Παρατηρήσεις – Συµπεράσµατα (στα Χρονοσυνεχή περιοδικά 
– Ηµιτονοειδή και Εκθετικά Μιγαδικά – Σήµατα) 

 
 Α) Τα χρονοσυνεχή ηµιτονοειδή σήµατα, δηλαδή τα )cos()(1 ϕω += tAtf  

και )sin()(2 ϕω += tAtf  είναι περιοδικά µε θεµελιώδη περίοδο (sec)
2

0
0 ω

π
=T , ή 

µε θεµελιώδη (κυκλική) συχνότητα )
sec

(
2

0
0

rad

ω
π

ω =  και (φυσική) συχνότητα 

sec
(

2

1 0

0

cycles

T
v

π
ω

==  ή Hz), ή vπω 20 = . Μέσω της σχέσης του Euler (γενική µορφή 

της (4)): 
)sin()cos( 00

)( 00 ϕωϕωωϕϕω +⋅++=⋅=+ tAjtAeAeAe tjjtj ,         (9α) 

)sin()cos( 00
)( 00 ϕωϕωωϕϕω +⋅−+=⋅= −−+− tAjtAeAeAe tjjtj ,     (9β) 

 
παίρνουµε (τα ηµιτονοειδή σήµατα εκφρασµένα σε µιγαδική µορφή): 

)(
2

)cos( 00
0

tjjtjj eeee
A

tA ωϕωϕϕω −− ⋅+⋅=+ , [(9 α)+(9β)] 

)(
2

)sin( 00
0

tjjtjj eeee
j

A
tA ωϕωϕϕω −− ⋅−⋅=+ , [(9 α)-(9β)] 

 Τέλος, ανάλογα µε τις σχέσεις (8), έχουµε: 
{ } { })(

0
)(

0
00 Im)sin(,Re)cos( ϕωϕω ωϕω ++ ⋅=+⋅=+ tjtj eAttAeAtA , (10) 

(όπου η ποσότητα ϕjAeC = , λέγεται (τεχνικά) και “φάσορας”). 
 
(στο παρακάτω Σχήµα 1.6.3(α) δίνεται το γράφηµα του χρονοσυνεχούς 

ηµιτονοειδούς σήµατος ( ) ( )φ+ω= tcosAtf 0  , µε θεµελιώδη περίοδο 
0

0
2

ω
π

=T  ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
0

2

ω
π

=T  Α  

φcosA  



( ) ( )ttf 6cos1 =  

T1= 3
π

 

t 

( ) ( )ttf 4cos2 =  

t 
T2=

2

π
 

( ) ( )ttf 2cos3 =  

T3=π  t 

 Β) Τα χρονοσυνεχή ηµιτονοειδή και µιγαδικά – εκθετικά σήµατα, (όπως και 
τα αντίστοιχα χρονοδιακριτά που θα βρούµε αµέσως µετά), είναι τα 
σηµαντικότερα, θα λέγαµε, περιοδικά σήµατα, γιατί παίζουν πρωτεύοντα ρόλο 
στην “Θεωρία Σηµάτων και Συστηµάτων” (και όχι µόνο), αφού αποτελούν 
πραγµατικά τον θεµελιώδη κορµό για την εξέταση παρά πολλών άλλων σηµάτων 
(και συστηµάτων). 
 Γ) Είδαµε ήδη [(6)], ότι αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα µιγαδικό – 

εκθετικό σήµα tje ω  περιοδικό, µε περίοδο 0T , είναι: 10 =Tje ω , που συνεπάγεται 

ότι )(,20 ZT ∈= κπκω , δηλ. το ( 0Tω ) είναι πολλαπλάσιο του 2π, οπότε 
0

0
2

T

π
ω = . 

 (Σηµειωτέον ότι: αν 0=κ , τότε 00 =ω , δηλ. τότε το σήµα είναι σταθερό, 
που όµως θεωρείται περιοδικό, µε περίοδο 0T  οποιαδήποτε θετική τιµή του T. 
Γι’αυτό και η θεµελιώδης περίοδος ενός σταθερού σήµατος είναι απροσδιόριστη. 
Μάλιστα αυτός ο ορισµός – ότι η θεµελιώδης συχνότητα ενός σταθερού σήµατος 
είναι µηδέν, ενώ η θεµελιώδης περίοδος είναι οποιοσδήποτε θετικός αριθµός, δηλ 

)0(,
002

0
00

0 >=
⋅

= T
TT

π
ω  – δεν αντίκειται στην πραγµατικότητα, αφού ένα 

σταθερό σήµα έχει πράγµατι ρυθµό παλινδρόµησης µηδέν). 
 Επίσης ας σηµειωθεί ότι, η θεµελιώδης περίοδος 0T , των εν λόγω σηµάτων 
είναι αντιστρόφως ανάλογη της θεµελιώδους συχνότητας 0ω . 
(Στο παρακάτω σχήµα, τα συγκριτικά γραφήµατα 3 χρονοσυνεχών ηµιτονοειδών 
σηµάτων, δείχνουν ότι πράγµατι οι ποσότητες 0T  και 0ω  είναι αντιστρόφως 

ανάλογες, δηλ. π
ππ

ενωωωω =<=<==>=>= 311321 23
,246 TTT ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



)0(),( >κtf  

)0(),( <κtf  

Σχ.1.6.3.(δ) 

t 

t 

∆) Γενίκευση Μιγαδικών – Εκθετικών Σηµάτων 
 
 Είδαµε ότι,    )sin()cos( 00

0 tAjtAAe tj ωωω ⋅+=       και 

 )sin()cos( 00
)( 00 ϕωϕωωϕϕω +⋅++=⋅=+ tAjtAeAeAe tjjtj , )( RA∈ . 

 Γενικότερα, αν wteztf ⋅=)( , µε Zwz ∈, , δηλαδή έστω ϕβα jeziz ⋅=+=  

και jw 0ωκ += , τότε: =⋅+=⋅= + tjwt ejeztf )( 0)()( ωκβα  

( ) ( )[ ]ϕωϕωκϕωκωκϕ +++⋅=⋅=⋅⋅= + tjtezeezeeez ttjttjtj
00

)( sincos00 , (11). 
 Οπότε από τη σχέση (11): 
 
 i) αν 0=κ , τότε ( ) ( )[ ]ϕωϕω +++⋅= tjtztf 00 sincos)( , δηλαδή είναι 

ηµιτονοειδές σήµα της µορφής  (9 α), (µε 
0

0
2

T

π
ω = ). 

 ii) αν 0>κ  τότε αντιστοιχεί σε ηµιτονοειδές σήµα πολλαπλασιασµένο επί 
αύξουσα εκθετική (επαυξανόµενο ηµιτονοειδές), και 
 iii) αν 0<κ , τότε αντιστοιχεί σε ηµιτονοειδές σήµα πολλαπλασιασµένο επί 
φθίνουσα εκθετική (αποσβεννόµενο ηµιτονοειδές). 
(Σχετικά, για 0>κ  και 0<κ , έχουµε τα παρακάτω (αντίστοιχα) γραφήµατα του 
επαυξανόµενου και αποσβεννόµενου ηµιτονοειδους σηµατος 

( )ϕωκ +⋅= teztf t
0cos)(  όπου οι διακεκοµµένες καµπύλες είναι οι 

περιβάλλουσες ( tez κ± ) των σηµάτων): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tez κ
 

tez κ−  
tez κ
 

tez κ−  



1.6.4. Χρονοδιακριτά Περιοδικά, Ηµιτονοειδή και Μιγαδικά 
Εκθετικά Σήµατα 

 
 Παρότι υπάρχουν πολλές οµοιότητες µεταξύ των χρονοσυνεχών (χρ.σ) και 
των χρονοδιακριτών (χρ.δ) σηµάτων – ηµιτονοειδών και µιγαδικών εκθετικών 
σηµάτων, εντούτοις, έχουν και σηµαντικές διάφορες. 
 Η σηµαντικότερη διάφορα τους είναι ότι τα χρονοδιακριτά ηµιτονοειδή 
σήµατα δεν είναι πάντοτε περιοδικά, όπως συµβαίνει µε τα αντίστοιχα 
χρονοσυνεχή ηµιτονοειδή σήµατα. Έτσι, για να είναι ένα χρονοδιακριτό 
ηµιτονοειδές (ή µιγαδικό εκθετικό) σήµα, περιοδικό, αποδεικνύεται ότι θα πρέπει 

η φυσική συχνότητα 
0

1

T
v = , να είναι ρητός αριθµός, π.χ. αν 3=v  ή π=v , τότε 

τα αντίστοιχα ηµιτονοειδή χρονοδιακριτά σήµατα δεν είναι περιοδικά. 
 
 [Πράγµατι: για να είναι το χρ.δ. µιγαδικό εκθετικό σήµα nje 0ω  περιοδικό, µε 
περίοδο NT =0  ακέραιος θετικός, θα πρέπει να ισχύει: )(,00 )( nee njNnj ∀=+ ωω , 

(12) ή ισοδύναµα 10 =Nje ω , (12 α), η οποία για να ισχύει θα πρέπει ( N0ω ) να’ναι 
πολλαπλάσιο του 2π, δηλ. να υπάρχει ακέραιος κ ώστε: 

)0,,(,
22

0

0 >∈=<=>= NZNN
N

µεκ
ω
π

κ
π

κ
ω

, (13). 

 άρα, τα µιγαδικά εκθετικά, χρ.δ. σήµατα nje 0ω  (όπως και τα αντίστοιχα 

ηµιτονοειδή, )sin()cos( 00
0 njne nj ωωω ⋅+= ), είναι περιοδικά όταν 

π
ω
2

0  είναι ρητός 

αριθµός, ή αλλιώς όταν 







=

0

2

ω
π

κN  δηλ. η θεµελιώδης περίοδος είναι ακέραιο 

πολλαπλάσιο του 
0

2

ω
π

, ήτοι όταν 
N

v
1

=  είναι ρητός]. 
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nnjenx )1()( −== π
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Σχ.1.6.4 

 Μια δεύτερη σηµαντική διάφορα επίσης, µεταξύ χρ.δ. και χρ.σ. – 
ηµιτονοειδών και µιγαδικών εκθετικών – σηµάτων, είναι ότι : τα χρ.σ. για 
διαφορετικά 0ω , είναι και διαφορετικά σήµατα (και µάλιστα όσο αυξάνει το 0ω , 

τόσο αυξάνει ο ρυθµός παλινδρόµησης του σήµατος), ενώ στα χρ.δ το σήµα nje 0ω  
ταυτίζεται µε τα σήµατα nje )2( 0 κπω + , (µε Z∈κ ), δηλ. µε σήµατα που έχουν 
συχνότητες ,4,2 00 πωπω ±±  κλπ. 

 Έτσι, για τα χρ.δ. σήµατα nje 0ω  αρκεί ένα διάστηµα συχνότητας µήκους 2π, 
για να προσδιοριστεί η θεµελιώδης συχνότητα πω 20( 0 <≤ ), όπου όσο το 0ω  
προσεγγίζει το 0 ή το 2π, έχουµε χαµηλές συχνότητες (αργές µεταβολές), ενώ αν 
το 0ω  πλησιάζει το π± , έχουµε υψηλές συχνότητες (που αντιστοιχούν σε 

γρήγορες απότοµες µεταβολές), π.χ. το σήµα nnjnj ee )1()( −== ππ  µε πω =0 , 
αλλάζει πρόσηµο σε κάθε χρονικό σηµείο (n ), δηλ. έχει απότοµες (γρήγορες) 
ταλαντώσεις, (όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 1.6.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.6.5 Παρατηρήσεις (στα Χρονοδιακριτά – Ηµιτονοειδή και 
Μιγαδικά Εκθετικά – Σήµατα) 

 
 Α) τα χρονοδιακριτά – µιγαδικά εκθετικά και ηµιτονοειδή σήµατα, δεν είναι 
πάντοτε περιοδικά, σε αντίθεση µε τα αντίστοιχα χρονοσυνεχή που είναι πάντα 

περιοδικά µε θεµελιώδη συχνότητα 
0

0
2

T

π
ω . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 Τα χρ.δ. σήµατα )sin()cos( 00
0 njne nj ωωω ⋅+=  είναι περιοδικά µόνο όταν 

0

2

ω
π

κ=N , ( µε κ και Ν>0, ακέραιους) και έχουν θεµελιώδη συχνότητα 
κ
ω0 . 

 Β) Ισχύουν και στα χρ.δ. οι γνωστές σχέσεις Euler, δηλ: 
)sin()cos( 00

)( 00 ϕωϕωωϕϕω +++=⋅=+ njAnAeAeAe njinj , (I), 

( )njjnjj eeee
A

nA 00

2
)cos( 0

ωϕωϕϕω −− ⋅+⋅=+ , 

( )njjnjj eeee
j

A
nA 00

2
)sin( 0

ωϕωϕϕω −− ⋅−⋅=+ , 

 Γενικότερα, αν ( ) ),,(, Cwzwznx n ∈⋅= µε 0, ωϕ jj ewwezz ⋅=⋅= , τότε: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ϕωϕωϕωωϕ +++⋅=⋅⋅==⋅= + njnwzewzewezwznx
nnjnnjjn

00
)( sincos00

όποτε: -αν ,1=w  τότε ηµιτονοειδής ακολουθία – σήµα, δηλ. (Ι), 

 
   -αν 1>w , τότε επαυξανόµενη ηµιτονοειδής ακολουθία – σήµα, 

 
   -αν 1<w , τότε αποσβεννόµενη ηµιτονοειδής ακολουθία – σήµα. 

 
 
 Γ) Για τα χρ.δ. σήµατα ισχύει ότι: αν )(1 nx  και )(2 nx  είναι περιοδικά µε 
θεµελιώδεις περιόδους Ν1 και Ν2 αντίστοιχα, τότε και το άθροισµα τους 

)()()( 21 nxnxnx +=  είναι επίσης περιοδικό χρ.δ. σήµα, µε θεµελιώδη περίοδο: 

),( 21

21

NN

NN
N

ΜΚ∆
= , (ΜΚ∆=Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρετής), (14) 

 
 Το ίδιο ισχύει (14) και για το γινόµενο τους )()()( 21 nxnxny ⋅= , (όπου το Ν 
όµως, µπορεί τότε να είναι και πολλαπλάσιο της θεµελιώδους περιόδου) 
 



 ∆) Όπως έχουµε ξαναπεί, το χρ.δ σήµατα συνήθως (στην πράξη) 
προέρχονται από δειγµατοληψία χρ.σ σηµάτων (π.χ. σήµατα φωνής και ήχου, 
δεδοµένα από Radar ή sonar, σεισµικά, αστρονοµικά, βιολογικά, πυρηνικά 
σήµατα). Όµως αυτή η συνήθης µετατροπή [από αναλογικά σε ψηφιακά σήµατα 
(A/D), όπως και η αντίστροφη της (D/A), που γίνεται µέσω ειδικών συσκευών, 
συστηµάτων (Μετατροπείς – Converters)], απαιτεί βέβαια εξειδικευµένες 
διαδικασίες – χειρισµούς, ώστε και «πληροφορίες» που µεταφέρουν τα σήµατα να 
µην χάνονται αλλά και να έχουν ορισµένες επιθυµητές ιδιότητες (π.χ 
περιοδικότητα). 

 Έτσι, π.χ. το χρ.δ. ηµιτονοειδές σήµα 





=

12

2
cos)(

n
nx

π
 που µπορεί να 

θεωρηθεί ότι προέρχεται από δειγµατοληψία του χρ.σ. ηµιτονοειδούς σήµατος: 







=

12

2
cos)(

t
tf

π
, ανά ακέραια χρονικά σηµεία, έχει θεµελιώδη περίοδο: 

12
2

212

12
2
22

0

=
⋅

===
π
π

κ
π
π

κ
ω
π

κN ,(αφού το µικρότερο ακέραιο κ, είναι κ=1). 

∆ιατηρεί δηλ. την θεµελιώδη περίοδο του χρ.σ. σήµατος )(tf  από το οποίο 

προήλθε, αφού και το 





=

12

2
cos)(

t
tf

π
 έχει 12

12
2
22

0
0 ===

π
π

ω
π

T . 

 Αντίθετα, το χρ.δ. σήµα )2cos()( nnx = , που µπορεί να θεωρηθεί ότι 
προέρχεται από δειγµατοληψία (ανά ακέραια χρονικά σηµεία) του χρ.σ. σήµατος 

)2cos()( ttf =  δεν είναι καν περιοδικό (δηλ. είναι µη – περιοδικό), παρότι η )(tf  

έχει π
π

ω
π

===
2

22

0
0T . Και τούτο, γιατί 

π
11

0

==
T

v  (µη ρητός αριθµός), ή αλλιώς 

δεν υπάρχει κ ακέραιος, ώστε κπ
π

κ
ω
π

κ ===
2

22

0

N  , µε Ν ακέραιο θετικό. 

 
 



K6=4 

Ε) Παραδείγµατα (στα χρ.δ. ηµιτονοειδή σήµατα) 
 

 Να εξεταστεί αν είναι περιοδικά και να βρεθεί η θεµελιώδης περίοδος των 
χρονοδιακριτών σηµάτων: 







==






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
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

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
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+=





=






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876 )(,
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2
cos)(,

21

8
cos)(

ππ
π

 

 
Απάντηση: Αν το )(1 nx  είναι περιοδικό σήµα, τότε η θεµελιώδη περίοδος του θα 

είναι: 11
1

11 10

10
2
22

κ
π
π

κ
ω
π

κ ⋅===N , οπότε ο µικρότερος κ1, ώστε να ισχύει η 

παραπάνω ισότητα και T1 ακέραιος θετικός είναι 11 =κ . 
 Άρα, το χρ.δ ηµιτονοειδές σήµα )(1 nx  είναι περιοδικό και έχει θεµελιώδη 
περίοδο 101 =N . 
 Όµοια, για το µιγαδικό εκθετικό χρ.δ. σήµα )(2 nx , έχουµε: 

22
2

22 16

8

22
κ

π
π

κ
ω
π

κ ⋅===N , οπότε για 12 =κ  (τουλάχιστον), άρα .162 =N  

 Όµοια : 
4
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31
8
22
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33 κ
π
π

κ
ω
π

κ ===N , οπότε 43 =κ , (τουλάχιστον), 

313 =N , (ενώ της αντίστοιχης χρ.σ. 
4
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8
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,
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8
cos)( 3 ==






=

π
ππ

T
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tf ). 

 Επίσης: 12

12
2
2

444 ⋅== κ
π
π

κN , οπότε 14 =κ , άρα 124 =N .  

 πκ
π

κ 12

6
1
2

555 ⋅==N , οπότε δεν υπάρχει ακέραιος 5κ , ώστε 5N  να είναι 

ακέραιος θετικός, άρα )(5 nx , µη – περιοδικό σήµα. 
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666 κ
π
π

κ ==N  

 πκ
π

κ 7

7
2
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777 ⋅==N => )(7 nx , µη – περιοδικό. 

 Τέλος, για το )(8 nx , ο ά προσθετέος 
nj

e








3

2π

 έχει θεµελιώδη περίοδο 
38 =αN  και ο ‘β προσθετέος έχει θεµελιώδη περίοδο 88 =βN  άρα σύµφωνα µε τη 

σχέση (14) το σήµα )(8 nx  είναι περιοδικό µε θεµελιώδη περίοδο: 

24
1

24

)8,3(

83
8 ==

ΜΚ∆
⋅

=N . 

216 =N  



1.6.6. Συµµετρικά (Άρτια – Περιττά), αιτιατά, κλπ, Σήµατα. 
 

 Συχνά τα διάφορα γνωστά είδη συµµετρίας των συναρτήσεων, όταν 
µεταφέρονται στα αντίστοιχα σήµατα, διευκολύνουν κατά πολύ στη λύση των 
διάφορων προβληµάτων των σηµάτων. Έτσι, ένα σήµα πραγµατικής τιµής, λέγεται 
άρτιο, όταν : Rnnxnx ∈∀−= ),()(  ή ( )Zn∈∀ , ενώ αντίθετα λέγεται περιττό όταν: 

Rnnxnx ∈∀−=− ),()(  ή ( )Zn∈∀ , µε τις γνωστές ιδιότητες που ισχύουν για τις 
άρτιες και περιττές συναρτήσεις. ∆ηλαδή, ένα σήµα )(nx  µπορεί να γράφει σαν 
άθροισµα ενός άρτιου αx  και ενός περιττού πx  σήµατος )()()( nxnxnx a β+= , ή 

[ ])()(
2

1
)( nxnxnx −+=α  και [ ])()(

2

1
)( nxnxnx −−=π , κλπ. 

 Εξάλλου, ένα σήµα )(nx  λέγεται αιτιατό, όταν είναι µηδενικό για αρνητικές 
τιµές του n , δηλαδή: 0)( =nx , για 0<n , ενώ στην αντίθετη περίπτωση λέγεται µη 
αιτιατό. 
 Τέλος, τα σήµατα διακρίνονται σε νοµοτελειακά και τυχαία σήµατα, 
σύµφωνα µε τη στατιστική έννοια. ∆ηλ. νοµοτελειακά λέγονται τα σήµατα που µε 
τις ίδιες δίνουν τις ίδιες τιµές, ενώ τυχαία (ή και στοχαστικά) λέγονται τα σήµατα 
που µε τις ίδιες συνθήκες, οι τιµές των δειγµάτων τους δεν προσδιορίζονται µε 
βεβαιότητα πριν εµφανισθούν. Π.χ τα σεισµικά σήµατα, τα βιολογικά σήµατα, η 
φωνή, το ύψος θαλάσσιων κυµάτων, κλπ, είναι τυχαία ή στοχαστικά σήµατα, ενώ 
οι συναρτήσεις, οι πίνακες τιµών, κλπ, είναι νοµοτελειακά σήµατα.  
 Σχετικές µε τα στοχαστικά σήµατα, είναι και οι έννοιες της εργοδικότητας 
(ένα σήµα µπορεί να εκπροσωπεί «στατιστικά» µια οικογένεια σηµάτων) και της 
στασιµότητας (όταν χρονικά δεν µεταβάλλονται οι στατιστικές ιδιότητες). 
 
 



ΕΙ∆ΙΚΑ (ΘΕΜΕΛΙΩ∆Η) ΣΗΜΑΤΑ 
1.6.7 Χρονοδιακριτό: Μοναδιαίο Κρουστικό σήµα και Μοναδιαίο 

βηµατικό Σήµα 
 

 Α) Ονοµάζουµε Χρονοδιακριτό Μοναδιαίο Κρουστικό Σήµα (Discrete – 
Time Unit Impulse), ή χρ.δ. µοναδιαίο παλµό (ή χρ.δ. µοναδιαίο δείγµα, ή 
µοναδιαία διακριτή ώση) το σήµα: 
 
    =)(nδ  
 
που απεικονίζεται στο παρακάτω Σχήµα 1.6.7 (Α) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Ας σηµειωθεί ότι το χρ.δ. µοναδιαίο δείγµα (15), είναι ένα πολύ απλό σήµα, 
που για µια χρονική στιγµή ( 0=n ) γίνεται 1, ενώ όλο τον υπόλοιπο χρόνο είναι 
µηδέν. 
 Β) Ονοµάζουµε χρ.δ. Μοναδιαίο Βηµατικό Σήµα (Discrete – Time Unit 
Step) ή βηµατική ακολουθία το σήµα: 
 
   =)(nu  
 
Σηµείωση: 
Μεταξύ των 2 προηγούµενων σηµάτων (15) και (16) ισχύουν οι σχέσεις; 

( ) ( )∑∑
−∞=

∞

=

=−=
n

ii

iinnu δδ
0

)( , (17), και ( ) ),1()( −−= nununδ  (18). 

 
 

Σ.χ.1.6.7.(β) (Βηµατική Ακολουθία) 

n 

)(nu  

0,0 ≠n  

0,1 =n  

, (15), 

0,0 ≠n  

0,1 =n  

, (16), 

)(nδ  

 Σχ.1.6.7.(Α) (χρ.δ. Μοναδιαίο Κρουστικό) 

n 

       -4     -2                        2     4 

 -5     -3    -1 1     3     5 

1 

 -3     -2      -1         0    1    2   3 



1.6.8 Χρονοσυνεχές: Μοναδιαία Κρουστική Συνάρτηση και 
Μοναδιαία Βηµατική Συνάρτηση. 

 
 Α) Ονοµάζουµε χρ.σ. Μοναδιαία Κρουστική Συνάρτηση (Continuous – 
Time Unit Impulse Function), ή συνάρτηση Dirac ή κρουστική συνάρτηση δέλτα, 
τη γνωστή από τα Μαθηµατικά συνάρτηση Dirac, που ορίζεται µόνο για τη 
χρονική στιγµή 0=t  ενώ 0)( =tδ , για 0≠t , αλλά έχει όµως εµβαδόν ίσον µε 1 

δηλ. ∫
+∞

∞−
=1)( dttδ , (19), (δες Σχ.1.6.8.(Α)).   

 
 (Η µοναδιαία κρουστική συνάρτηση )(tδ , δεν είναι συνάρτηση µε την 
συνήθη έννοια, αλλά είναι όπως λέµε στα Μαθηµατικά, µια γενικευµένη 
συνάρτηση ή κατανοµή). 
 
 Β) Ονοµάζουµε χρ.σ. Μοναδιαία Βηµατική συνάρτηση (Continuous – time 
unit step function), ή χρ.σ. Μοναδιαίο Βηµατικό Σήµα, το σήµα: 
 
  =)(tu  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχ.1.6.8.(β) (Χρ.σ. Βηµατική Συνάρτηση) Σχ.1.6.8.(α) (Χρ..σ. Μοναδιαίο Κρουστικό) 

)(tu  

t 0 

1 

)(tδ  

1 

0 t 

0,0 <t  

0,1 >t  

, (20), ∆ες Σχ.1.6.8.(Β) 



Σηµείωση: 
 Μεταξύ των 2 προηγούµενων σηµάτων (19) και (20) ισχύουν οι σχέσεις: 
 

( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−
−δ=δ=

0
dTTtdTTtu

t
 ,( 21 ) και  

( ) ( )
dt

tdu
t =δ   , ( 22 ) 

 
 
1.6.9. Παρατηρήσεις 
 
 Α) Τα προαναφερόµενα σήµατα, χρ.δ. και χρ.σ. Μοναδιαίο Κρουστικό και 
Βηµατικό, είναι θεµελιώδη σήµατα από µαθηµατική τουλάχιστον άποψη, γιατί 
ακόµη κι αν δεν συναντώνται στην πράξη σαν φυσικά σήµατα, αποτελούν το 
υπόβαθρο για την µελέτη πολλών άλλων πιο σύνθετων σηµάτων. Έτσι, το χρ.δ. 
µοναδιαίο κρουστικό σήµα ( )nδ  µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση 

οποιουδήποτε χρ.δ σήµατος ( )nx  , ως εξής ( ) ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−δ=
i

inixnx  , ή πιο αναλυτικά 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) …… +−δ+−δ+δ++δ−+= 2211011 nxnxnxnxnx  (23) (όπου ο 
κάθε όρος ( ) ( )inix −δ  θεωρείται ως ένα σήµα µε πλάτος ( )ix  τη χρονική στιγµή 

in =  και µηδέν για κάθε άλλη τιµή του ǹ  ). 
 Β) Είπαµε ότι ένα χρονοδιακριτό σήµα, είτε είναι από τη φύση του τέτοιο, 
είτε (συνήθως) προέρχεται από δειγµατοληψία ενός χρονοσυνεχούς σήµατος. 
Λέγοντας δειγµατοληψία (sampling), εννοούµε να καταγράφουµε τις τιµές του 
χρονοσυνεχούς σήµατος, επιλεκτικά, ανά κάποιες χρονικές στιγµές. Όταν οι 
χρονικές αυτές στιγµές επιλέγουν να ισαπέχουν µεταξύ τους (όπως λέγεται 
συνήθως), τότε έχουµε την «οµοιόµορφη δειγµατοληψία». 
 Η όλη αυτή διαδικασία της δειγµατοληψίας που µετατρέπει «εξοµοιώνει» 
ένα χρ.σ. σήµα σε χρ.δ. , οφείλεται στην ανάπτυξη των Η/Υ, (οι οποίοι 
«δουλεύουν» ως γνωστό µε αλγόριθµους της Αριθµητικής Ανάλυσης). Και βέβαια 
αυτή η δειγµατοληπτική διαδικασία για να είναι αποτελεσµατική, απαιτεί κάποιες 
προϋποθέσεις που µοντελοποιούνται σε µαθηµατικές σχέσεις (όπως π.χ. το 
περίφηµο θεώρηµα Shannon (1948), η συχνότητα αποκοπής του Ngquist, κλπ). 
 
 



1.7 Συστήµατα 
 

 Η έννοια του Συστήµατος είναι γενικά µια ευρεία έννοια, είναι άµεσα 
συνδεδεµένη µε την έννοια του σήµατος και χρησιµοποιείται σε διάφορους τοµείς. 
 Έτσι µιλάµε, για το οικολογικό σύστηµα, το ηλεκτρικό ή µηχανικό 
σύστηµα, το οικονοµικό σύστηµα, το ηλεκτρονικό σύστηµα, κλπ. Το αυτοκίνητο, 
το αεροπλάνο, η τηλεόραση, το ραδιόφωνο, ο Η/Υ, κλπ, είναι µερικά 
συγκεκριµένα παραδείγµατα συστηµάτων από τον τοµέα της Τεχνολογίας. 
 Ένα σύστηµα λοιπόν µπορούµε να πούµε, ότι είναι µια εξελικτική 
διαδικασία (process), όπου στην είσοδο (input) εισάγει κάποια σήµατα ( )nx  και 
αφού τα «µετασχηµατίζουν» εξάγει στην έξοδο (output) κάποια αλλά σήµατα ( )ny  
. 
 Άρα: «Σύστηµα, ονοµάζουµε την διαδικασία, που µετατρέπει ένα σήµα σε 
ένα άλλο». 
 Στην µαθηµατική του έκφραση, ένα σύστηµα είναι µια απεικόνιση (που δεν 
αντιστοιχίζει όµως όπως συνήθως σύνολα αριθµών, αλλά σύνολα συναρτήσεων – 
σηµάτων). Είναι δηλ. µια ιδιαίτερη περίπτωση της γνωστής µας έννοιας της 
απεικόνισης (συνάρτησης), που στα Μαθηµατικά λέγεται και Τελεστής  ή 
Μετασχηµατισµός { }•T , που µετασχηµατίζει το σήµα εισόδου σε ένα άλλο, µέσω 
µιας διαδικασίας ενός σταθερού συνόλου κανόνων ή πράξεων. 
 Σχηµατικά ένα Σύστηµα { }•T  , που όταν υφίσταται µια ( ( )tf  ή ( )nx  ) 
διέγερση – σήµα στην είσοδο, τότε παράγει µια απόκριση – σήµα ( ( )tΦ  ή ( )ty ) 
στην έξοδο, µπορεί γενικά να παρασταθεί: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )tΦ  ή ( )ty  

(Σήµα εξόδου-output) 

( )tf  ή ( )nx  

(Σήµα εισόδου-input) { }•T  

 



1.7.1. Παρατηρήσεις (στα Συστήµατα) 
 
 α) Είδη Συστηµάτων: Τα συστήµατα διακρίνονται σε χρονοσυνεχή 
(Αναλογικά) ή χρονοδιακριτά (Ψηφιακά), ανάλογα µε την αντίστοιχη κατηγόρια 
των σηµάτων εισόδου και εξόδου του συστήµατος. (Ακόµη µιλάµε για τα υβριδικά 
συστήµατα, όπου τα σήµατα εισόδου και εξόδου ανήκουν σε διαφορετικά είδη.) 
 β) Ένα σύστηµα µπορεί να δέχεται στην είσοδο την εισαγωγή ενός σήµατος 
ή και περισσότερων και να εξάγει ένα ή περισσότερα σήµατα στην έξοδο. 
 Εµείς θα αναφερθούµε σε συστήµατα µιας εισόδου-µιας εξόδου (σύστηµα 
SISO, Single Input – Single Output). 
 Συστήµατα µε πολλές εισόδους και µια έξοδος (αθροιστής), αναφέρονται ως 
MISO (MultiInput-Single Output), ενώ αυτά µε πολλές εισόδους και πολλές 
εξόδους ως MIMO (MultiInput – Multi Output). Βέβαια στην πράξη, έχουµε 
διασύνδεση πολλών συστηµάτων µεταξύ τους, όπως π.χ. σε ένα ηχητικό σύστηµα, 
όπου διασυνδέονται τα υποσυστήµατα ενός ραδιόφωνου, ενός cd player, ή ενός 
µαγνητοφώνου, µε ενισχυτή και διάφορα µεγάφωνα. 
 Γ) ΤΑ χρ.σ. (Αναλογικά) συστήµατα, κατά την µελέτη τους, συνήθως 
καταλήγουν να εκφράζονται Μαθηµατικά από «Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις 
µε σταθερούς συντελεστές», που λύνονται καλύτερα από τους τεχνολόγους µέσω 
των µετασχηµατισµών Laplace και Fourier. 
 Αντίθετα τα χρ.δ. (ψηφιακά) συστήµατα, καταλήγουν να εκφράζονται 
Μαθηµατικά από «Γραµµικές Εξισώσεις ∆ιαφόρων µε σταθερούς συντελεστές», 
που οι λύσεις τους αντιµετωπίζονται καλύτερα µέσω του αντιστοίχου 
µετασχηµατισµού Ζ (Ζητά). 
 Ο σκοπός της χρήσης ενός µετασχηµατισµού, γενικά (όπως θα δούµε 
διεξοδικά στα επόµενα), είναι να δηµιουργηθεί ένα νέο πεδίο, όπου εκεί είναι 
ευκολότερο να µελετηθεί το εξεταζόµενο πρόβληµα απ’ότι στο αρχικό πεδίο 
(συνήθως από το αρχικό πεδίο σηµάτων ως προς τον χρόνο t, πάµε στο νέο πεδίο 
σηµάτων ως προς την συχνότητα s ή ω). Οπότε, παίρνοντας τα µετασχηµατισµένα 
αποτελέσµατα, µπορούµε µέσω του Αντίστροφου Μετασχηµατισµού να έχουµε τα 
επιθυµητά αποτελέσµατα στο αρχικό πεδίο. 
 
 
 
 
 
 
 



1.7.2. Βασικές ιδιότητες των Συστηµάτων 
 
 Ι) Υπέρθεση (Επαλληλίας) 
 Ένα σύστηµα T, λέµε ότι διέπεται από την ιδιότητα ή την Αρχή της 
Υπέρθεσης (Superposition) ή Επαλληλίας όταν για οποιαδήποτε σήµατα 

( )nx1 και ( )nx2 , ισχύει: 
 ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }nxnxTnxnxT 2111 +=+  
 ΙΙ) Οµογενείς 
 Ένα σύστηµα T λέγεται οµογενές, όταν: ( ){ } ( ){ }nxcTncxT = για κάθε 
σταθερά Cc ∈ και για κάθε σήµα ( )nx . 
 
 ΙΙΙ) Γραµµικότητα 
 Ένα σύστηµα T λέγεται Γραµµικό (linear). Όταν: 
. 
 
 Cc,c ∈∀ 21  και για όποια σήµατα ( ) ( )nx,nx 21  
Παρατήρηση: Ένα σύστηµα είναι γραµµικό, όταν αυτό είναι οµογενές και διέπεται 
ταυτόχρονα απ’την αρχή της Υπέρθεσης. (Όλες οι αναφερόµενες εδώ ιδιότητες 
των συστηµάτων, πέρα απ’τους συµβολισµούς, ισχύουν για χρ.δ. αλλά και χρ.σ. 
συστήµατα).  
 Η ιδιότητα της Γραµµικότητας είναι πολύ σηµαντική, γιατί µας δίνει την 
δυνατότητα ανάλογα µε το σήµα εισόδου να προσδιορίζεται (σε µεγάλο βαθµό) η 
απόκριση της εξόδου του συστήµατος. Π.χ. το σύστηµα ( ) ( ) 13 += nxny  δεν είναι 
γραµµικό ενώ αντίθετα το σύστηµα ( ) ( )nxny 5=  είναι .(αφού για την 
γραµµικότητα, µηδενική είσοδος πρέπει να παράγει µηδενική έξοδο). 
 
Άσκηση: Να εξεταστεί η Γραµµικότητα των παρακάτω Συστηµάτων: 
α) ( ) ( )txtty ⋅=  , β) ( ) ( )txty 2=  ,γ) ( ) ( ) 32 += nxny  , δ) ( ) ( )tsinxty =  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }nxTcnxTcnxcnxcT 22112211 ⋅+⋅=⋅+⋅  



 IV) Με και χωρίς µνήµη, σύστηµα 
 « Ένα σύστηµα λέγεται Στατικό ή χωρίς µνήµη, όταν η έξοδος του κάθε 
χρονική στιγµή εξαρτάται µόνο από την τιµή της εισόδου την ίδια χρονική 
στιγµή». 
 ∆ηλ. ένα σύστηµα χωρίς µνήµη, είναι αυτό το οποίο µπορούµε να 
προσδιορίσουµε την έξοδο ( )0ny  , µόνο από τη δεδοµένη είσοδο ( )0nx , για κάθε 
χρονική στιγµή 0y . 
 Αντίθετα, ένα σύστηµα λέγεται µε µνήµη ή δυναµικό σύστηµα, όταν η 
έξοδος του ( )0ny  την χρονική στιγµή 0n  , εξαρτάται και από τις τιµές που παίρνει 
η είσοδος και σε άλλες χρονικές στιγµές πέρα απ’την 0y  . 
 Ένα απλό παράδειγµα συστήµατος χωρίς µνήµη είναι η ωµική αντίσταση R, 
δηλ. ( ) ( )txRty ⋅=  , ή το ταυτοτικό σήµα ( ) ( )txty =  . Επίσης, το σύστηµα 

( ) ( ) 12 −= nxny  είναι χωρίς µνήµη, ενώ το ( ) ( )1−= nxny  είναι σύστηµα µε 
µνήµη. Όπως και η χωρητική αντίσταση. (Τα πιο ενδιαφέροντα στις εφαρµογές, 
είναι τα δυναµικά συστήµατα). 
 
 V) Αιτιατό και Μη Σύστηµα 
 « Ένα σύστηµα λέγεται Αιτιατό, αν για κάθε 0n  , η έξοδος εξαρτάται µόνο 
από τις τιµές που έχει λάβει ήδη η είσοδος µέχρι και τη χρονική στιγµή 0n  .» 
 ∆ηλ. σε ένα αιτιατό σύστηµα δεν µπορούν οι µεταβολές της εξόδου, να 
προηγούνται των µεταβολών της εισόδου. Π.χ. το σύστηµα που εκφράζεται από 
την εξίσωση ( ) ( ) ( )1−+= nxnxny  είναι αιτιατό. 
 Αλλιώς το σύστηµα λέγεται µη αιτιατό, π.χ. το σύστηµα που περιγράφεται 
από την εξίσωση ( ) ( ) ( )1+−= nxnxny είναι (προφανώς) µη αιτιατό, όπως και 
το ( ) ( )1+= txty . Τέλος όλα τα συστήµατα χωρίς µνήµη είναι αιτιατά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 V) Χρονικά Αµετάβλητο, Σύστηµα 
 
 Ένα σύστηµα λέγεται Χρονικά Αµετάβλητο (Time Invariance), όταν µια 
χρονική µετάθεση του σήµατος εισόδου, δηµιουργεί µόνο, την ίδια χρονική 
µετάθεση στο σήµα εξόδου. 
 ∆ηλαδή, αν { } { })()()()( 00 nnxTnnynxTny −=−<=>= . Π.χ το σύστηµα 

)1()( −= nxny  είναι χρονικά αµετάβλητο, ενώ αντίθετα το σύστηµα 
)1()( −= nnxny  είναι χρόνια µεταβλητό. 

 Σηµείωση: Άλλες ιδιότητες των συστηµάτων, είναι η ευστάθεια, (όπου από 
εισόδους φραγµένου πλάτους, προκύπτουν έξοδοι φραγµένου πλάτος), η 
αντιστρεψιµότητα (που από την έξοδο µπορεί να προσδιοριστεί µονοσήµαντα η 
είσοδος του συστήµατος) και βέβαια η σπουδαία έννοια της Συνέλιξης (που θα µας 
απασχολήσει διεξοδικά κατά την µελέτη των Μετασχηµατισµών). Τέλος, ας 
σηµειωθεί ότι από τις ιδιότητες που είδαµε, αυτές που είναι πιο ενδιαφέρουσες, 
είναι της Γραµµικότητας και του χρονικά αµετάβλητου συστήµατος, αφού στα 
συστήµατα µε αυτές τις ιδιότητες, η σχέση εισόδου – εξόδου τους µπορεί να 
εκφραστεί και να µελετηθεί αναλυτικά µέσω της συνέλιξης τους. 
 Έτσι, τα γραµµικά και χρονικά αµετάβλητα συστήµατα είναι τα πιο 
ενδιαφέροντα, αφού εκτός του ότι µελετώνται ευκολότερα, αποτελούν και τον 
βασικό κορµό για την ανάπτυξη της θεωρίας των συστηµάτων (και των 
Μετασχηµατισµών). 
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 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER 
Εξετάζοντας τα περί Σειρών Fourier , είδαµε ότι κάθε συνάρτηση ( )xf  ορισµένη σ’ 
ένα διάστηµα [ ]L,LT −= , που πλήρη βέβαια τις λεγόµενες συνθήκες του Dirichlet 
µπορεί να αναλυθεί σε σειρά Fourier , 
( είτε η ( )xf  είναι περιοδική µε περίοδο το διάστηµα T  - είτε στην περιοδική 
επέκταση της ( ) ( )xfLxf =+ 2  όταν ορίζετε µόνο στο διάστηµα LT 2=  ). 
Είδαµε δηλαδή ότι ( )xf  ισούται µε το άθροισµα των απείρων ηµιτονοειδών όρων 
της σειράς Fourier , ή αλλιώς ότι η αντίστοιχη τριγωνοµετρική σειρά Fourier 
συγκλίνει στην ( )xf  , δηλαδή ότι ισχύει :  
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όπου : 
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Lv dx
L

xv
cosxf

L
1

 

   ( )∫− 




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 π
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L

xv
sinxf
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Η 1 ισχύει για κάθε χ σηµείο συνέχειας της ( )xf , ενώ αν ox  σηµείο ασυνέχειας 
της ( )xf  τότε  

( ) ( ) ( )





+=

−+ →→
xflimxflimxf

xxxx o 0

 ,   2 

Συνήθως βέβαια στις εφαρµογές είναι π=L  , δηλ. [ ]ππ−=Τ ,  ,οπότε όπως είδαµε 
οι παραπάνω σχέσεις απλουστεύονται στις : 

( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=ν
νν

ο ⋅β+⋅α+
α

=
12

vxsinvxcosxf  

 όπου  

  ( ) ( )∫
π

π−
⋅

π
=α dxvxcosxfv

1
 

  ( ) ( )∫
π

π−
⋅

π
=β dxvxsinxfv

1
 

Εξάλλου , αν ( )xf  είναι άρτια συνάρτηση δηλ. ( ) ( ) [ ]L,Lx,xfxf −∈∀−=  ,( είτε η 
( )xf  ορισµένη στο [ ]L,0  επεκτείνετε περιοδικά σε άρτια συνιµητονική σειρά 

Fourier τότε η σχέση 1 απλουστεύεται σε : 

( ) ∑
∞

=ν
ν

ο 
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
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L
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

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 π
⋅=αν 0

2
 και ( )Nv, ∈∀=βν 0  

N,v ∈  

1 

1α



Όµοια , αν ( )xf  είναι περιττή συνάρτηση , δηλ. ( ) ( ) [ ]L,L,xfxf −∈∀−=−  
( είτε η ( )xf  ορισµένη στο [ ]L,0  ,επεκτείνεται περιοδικά σε περιττή – ηµιτονική 
σειρά Fourier), τότε η σχέση 1 απλουστεύεται σε: 

( ) 






 π
⋅β= ∑

∞

−
ν L

xv
sinxf

v 1

 , 

όπου ( )∫ 






 π
⋅=βν

L
dx

L
xv

sinxf
L 0

2
 , και αν ( )Nv, ∈∀=αν 0 , 

Ανάλογα , αν π=L  , όταν ( ) ( )xfxf −=  άρτια , 
Τότε οι σχέσεις 3 απλουστεύονται ακόµη µε συντελεστές : 
 
 
 
ενώ αν π=L  και ( ) ( ) =−=− xfxf περιττή , τότε οι συντελεστές της 3 ,γίνονται: 
 
 
 
Επίσης , σε µιγαδική µορφή , η σειρά Fourier 1  

γράφεται : ( ) ∑
∞

−∞=

ω⋅=
v

xjv
v eCxf  ,   4 

όπου  ( ) ( )
T

,,,,v,dxexf
T

C
L

L
xjv

v
π

=ω±±=⋅= ∫−
ω− 2

210
1

…   

Τέλος ισχύει η  ”ταυτότητα PARSEVAL” 
 
δηλ.         
 
 
Παρατήρηση : οι συνθήκες – προϋποθέσεις του Dirichlet που όταν πληρούνται ( 
ικανές – όχι αναγκαίες ), τότε µας εξασφαλίζουν ότι µια συνάρτηση ( )xf  µπορεί 
να αναλυθεί σε αρµονική σειρά Fourier 1 είναι οι εξής : 
 α) Η συνάρτηση ( )xf  και η παράγωγος της ( )x'f  είναι συνεχείς ή κατά 
τµήµατα συνεχείς (δηλ. είναι ασυνεχείς το πολύ σε πεπερασµένο πλήθος σηµείων ) 
στο πεδίο ορισµού τους [ ]L,LT −=  και  
 β) Η ( )xf  είναι περιοδική µε περίοδο LT 2= , είτε επεκτείνεται περιοδικά 
εκτός του διαστήµατος [ ]L,L− , δηλ ισχύει ότι : ( ) ( ) ( )Zv,xfvLxf ∈∀=+ 2   

( ) ( ) ( )Nv,dxvxcosxf ∈∀=βκαι⋅
π

=α ν
π

ν ∫ 0
2

0
 

( ) ( ) ( )Nv,dxvxsinxf ∈∀=ακαι⋅
π

=β ν
π

ν ∫ 0
2

0
 

( ) ( )∑∫
∞

=
νν−

β+α=
α

=
1

2202

2

1

v

L

L
dxxf

L
 

1β 

3α 

3β 

4α 

5 



 
ΙΙ) Όπως είδαµε, µε τις Σειρές Fourier καταφέρνουµε να εκφράσουµε µια 
περιοδική (ή κατ’επέκταση περιοδική) συνάρτηση, µέσω των απλούστερων 
περιοδικών συναρτήσεων δηλ. των ηµιτονοειδών (σχέση (1)), ή των ισοδύναµων 
µιγαδικών – εκθετικών (σχέση (4)). 
 Είναι γνωστό επίσης για µια συνάρτηση )(xf  που αναλύεται σε σειρές 
Fourier, ότι η γραφική παράσταση των πλατών των αρµονικών συνιστωσών vv βα ,  
(της (1) ή vγ  της (5)), είτε των µέτρων vC  (της σχέσης (4)), συναρτήσει της 
συχνότητας ωv , δίνει το λεγόµενο «γραµµικό φάσµα συχνοτήτων» της )(xf , µε 

ισαπέχουσες τις γραµµές του φάσµατος κατά 
T

π
ω

2
= . Μια γραφική παράσταση 

που ως γνωστόν είναι αρκετά χρήσιµη για την «αποκάλυψη» πολλών 
χαρακτηριστικών της )(xf , αφού π.χ. συναρτήσεις χωρίς ασυνέχειες έχουν γρ. 
φάσµα που φθίνει γρήγορα (άρα χρειαζόµαστε λίγες αρµονικές της σειρές Fourier 
για να την προσεγγίσουµε ικανοποιητικά), ενώ αντίθετα συναρτήσεις µε 
ασυνέχειες έχουν γρ.φασµα που φθίνει αργά (άρα χρειαζόµαστε πολλές αρµονικές 
– ν αρκετά µεγάλο, για να προσεγγιστεί ικανοποιητικά η )(xf  από την άπειρο – 
σειρά Fourier). 
 Ας δούµε τώρα, ως εισαγωγή στην επόµενη σχετική έννοια του 
Ολοκληρώµατος και του Μετασχηµατισµού Fourier, τι συµβαίνει µε το γραµµικό 
φάσµα της )(xf , όταν αυξάνει η περίοδο της. 
 Λοιπόν, όσο αυξάνει η περίοδος T της )(xf , τόσο ελαττώνεται η 
ισαπόσταση των γραµµών του φάσµατος ω  και αν µάλιστα θεωρήσουµε ότι 

∞→T , δηλ. η )(xf  τείνει να γίνει µη περιοδική, τότε ισοδύναµα ∞→ω , δηλ. η 
ισαπόσταση των φασµατικών γραµµών τείνει να µηδενιστεί. 
 Γι’αυτό και στην περίπτωση αυτή που ∞→T , οι φασµατικές γραµµές 
(αρµονικές συχνότητες) προσεγγίζουν και τείνουν να απέχουν ελάχιστη – 
απειροστή απόσταση µεταξύ τους, έτσι ώστε το φάσµα της )(xf  από γραµµικό να 
γίνεται συνεχές. ∆ηλαδή τότε, η κατανοµή των φασµατικών γραµµών γίνεται 
συνεχείς και η σ.Fourier «µεταµορφώνεται», όπως θα δούµε, και αντικαθίσταται 
απ το λεγόµενο Ολοκλήρωµα Fourier. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1.3 Ολοκλήρωµα FOURIER 
 

 Κατά την ανάπτυξη µιας συνάρτησης )(tf  (θέτουµε t  πλέον αντί για x) σε 
σειρά Fourier, θεωρούµε – σιωπηρώς βέβαια, ότι το διάστηµα ορισµού [ ]LLT ,−=  
της )(tf  είναι πεπερασµένο, πράγµα όµως που ούτε στην πραγµατικότητα ισχύει 
πάντα, αλλά και εύλογα εγείρεται ως ερώτηµα. 
 Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι ∞→T , δηλ. ( ) ( )LLT ,, −=∞∞−= , ήτοι 

∞<<∞− t . Τότε η Σειρά Fourier, γίνεται Ολοκλήρωµα Fourier, (δες 
προηγούµενη παρατ. 1.2.(ΙΙ)), ως εξής: Αποδεικνύεται ότι ισχύει το θεώρηµα (του 
ολοκληρώµατος Fourier): «Αν µια συνάρτηση )(tf  ορισµένη στο διάστηµα 

( )∞∞−= ,T , ικανοποιεί τις προϋπόθεσης: 

 α) Οι συναρτήσεις )(tf  και )(' tf  είναι τµηµατικά συνεχείς σε κάθε 
πεπερασµένο διάστηµα (συνθήκες Dirichlet) και  

 β) Υπάρχει το γενικευµένο ολοκλήρωµα ∫
∞

∞−

dttf )( , τότε η )(tf  γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

⋅+⋅=
0

sincos)( ωωωωω dtBtAtf  όπου ( ) ( )∫
∞

∞−

⋅= dtttfA ω
π

ω cos)(
1

, 

( ) ( )∫
∞

∞−

⋅= dtttfB ω
π

ω sin)(
1

, (7) (Ολοκλήρωµα Fourier) 

 Η (7) ισχύει για κάθε σηµείο συνέχειας t  της )(tf  και λέγεται ολοκλήρωµα 
Fourier της )(tf , ενώ αν 0t  είναι σηµείο ασυνέχειας της )(tf , τότε 

( ) ( )[ ]−+ += 002

1
)( tftftf , (7 α)». 

 Σηµείωση : οι σχέσεις (7) και (7 α) είναι προφανώς ανάλογες των (1) και (2) 
των Σειρών Fourier, απ’οπου και η οµοιότητα µεταξύ ολοκληρώµατος και Σειράς 
Fourier. Επίσης, όπως και στις Σειρές Fourier, το ολοκλήρωµα Fourier µιας άρτιας 
ή περιττής συνάρτησης, απλουστεύει κατά πολύ τους υπολογισµούς της (7), 
δηλαδή έχουµε: 
 

( ) ( ) ωωω
π

ddtttfttf ∫ ∫
∞ ∞









⋅⋅=

0 0

cos)(cos
2

)( , ( )( )0,)( == ωαρτια Btf , (7 Β) 

 

( ) ( ) ωωω
π

ddtttfttf ∫ ∫
∞ ∞









⋅⋅=

0 0

sin)(sin
2

)( , ( )( )0,)( == ωπεριττη Atf , (7 Γ) 

 
 



1.4. Άλλες εκφράσεις του Ολοκληρώµατος Fourier 
 
 Το ολοκλήρωµα Fourier (7) µιας συνάρτησης ( )∞∞− ,/)(tf , αποδεικνύεται 
ότι µπορεί επίσης να γράφει στις µορφές:   

( ) ( )( ) ωω
π ω

ddnntnftf
n

∫ ∫
∞

=

∞

−∞=








−⋅=

0

cos
1

)(  (7 α) 

 

( ) ω
π

ωω dedtetftf tjtj∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−








⋅=

2
1

)( , (7 β) 

 
( )∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
− ⋅⋅= ω

π
ω ddnetftf ntj)(

2

1
)(  (7 γ) 

 
 Προφανώς και εδώ, τα παραπάνω ισχύουν όπου ( )tf  είναι συνεχείς, ενώ αν 
( )tf  είναι ασυνεχείς σ’ένα σηµείο 0t  τότε η ( )tf  ισούται µε το ηµιάθροισµα των 

πλευρικών ορίων της ( )tf  στο 0t , δηλ. ( ) ( )[ ]−+ += 002

1
)( tftftf . 

 
 
 
 
 

1.5. Μετασχηµατισµός FOURIER 
 

 Από το ολοκλήρωµα Fourier µιας συνάρτησης ( )∞∞− ,/)(tf , µπορεί να 
προκύψει ο Μετασχηµατισµός Fourier της ( )tf  ως εξής: Έστω το ολοκλήρωµα 
Fourier της ( )tf  στην εκθετική – µιγαδική µορφή (7 β), δηλαδή 

( ) ω
π

ωω dedtetftf tjtj∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−








⋅=

2
1

)(  όπου θέτουµε (την εντός της αγκύλης 

παράσταση ίση µε ( )ωΦ ), ( ) ( )ωω Φ=⋅∫
∞

∞−

dtetf tj , (8), (Μετασχηµατισµός Fourier 

της ( )tf ). 
 
 



 Έτσι, ονοµάζουµε Μετασχηµατισµό Fourier (Μ.F) της ( )tf , την άνω (8) 
οριζόµενη συνάρτηση ( )ωΦ , ή όπως αλλιώς λέµε η ( )ωΦ  είναι η 
µετασχηµατισµένη κατά Fourier της ( )tf . 
 Εξάλλου, από τις σχέσεις (8) και (7 β), παίρνουµε : 

( )∫
∞

∞−

⋅Φ= ωω
π

ω detf tj

2

1
)( , (9), (Αντίστροφος M.F της ( )ωΦ ), που λέγεται 

αντίστροφος Μετασχηµατισµός Fourier της ( )ωΦ . 
 Συµβολικά αν F είναι ο τελεστής του M.F., τότε έχουµε την ισοδυναµία: 
 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) )(
2

11 tfdeFdtetftfF tjtj =⋅Φ=Φ⇔Φ=⋅→ ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

− ωω
π

ωω ωω , (10), 

 
και πιο αναλυτικά: 
 

( ){ } ( ) ( ) ( )→Φ⇔Φ=⋅→→ −
∞

∞−

−∫ ωωω :)(: 1FdtetftfFtfF tj  

( ){ } ( ) )(
2

11 tfdeF tj =⋅Φ=Φ→ ∫
∞

∞−

− ωω
π

ω ω , (10 α) 

 
 Σηµείωση: Στις σχέσεις του ορθού και αντίστροφου M.F. (8) και (9), οι 

σταθεροί συντελεστές (προ των ολοκληρωµάτων) 1 και 
π2
1

 αντίστοιχα, µπορούν 

να αντικατασταθούν απ οποιασδήποτε άλλες σταθερές που έχουν γινόµενο 
π2
1

, 

(π.χ. τις 
π2

1
 και 

1
, κλπ) 

 
 
 



1.6. Παρατηρήσεις στον M.F. 
 

1)Σχέση Μετ. Laplace και Μετ. Fourier 
  Έστω η συνάρτηση   
      =)(1 tf  
       
τότε ο Μετ. Laplace της )(1 tf , όπως ορίζεται γενικότερα για Cs∈ , ως γνωστόν 
είναι: 

{ } { } ( ) ( ) →⋅⋅=→=⋅ +=
∞ ∞

−−∫ ∫
ωορ jxsxtststxt dttfeedttfetfLtfeL

0 0
1

.
1 )()()()(  

( ) ( ) { }∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−−−+− =⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅
0 0 0

)()()()( tfFdttfedttfeeedttfee tjxttjxtxttjx ωωω , για 

( 0>t  και 0, για 0<t ).  
 
 ∆ηλαδή : { } { })()( tfeLtfF xt ⋅= , (για 0>t ), (11), (και 0, για 0<t ), που 

σηµαίνει ότι ο M.L. της συνάρτησης ( )(tfext ⋅ ) ισούται µε τον M.F. της )(tf , (για 
0>t ). 

 Έτσι, η σχέση (11) δίνει τη συσχέτιση µεταξύ M.L και M.F και µάλιστα 
δείχνει ότι έχει νόηµα η µεταβλητή – συνήθως Rs∈  του M.L, να ορίζεται 
γενικότερα και ως µιγαδική Cs∈ . 
 (Ας σηµειωθεί σχετικά, ότι ο M.L µια συνάρτησης )(tf  είναι ευρύτερα 
χρήσιµος στις εφαρµογές από ότι ο M.F., αφού είναι πιο σύνηθες στην πράξη να 

υπάρχει ο M.L δηλ. το γενικό ολοκλήρωµα ( ) dtetf tγ−
∞

⋅∫
0

. Αντίθετα η ύπαρξη του 

M.F. δηλ. η σύγκλιση του ( ) dttf ⋅∫
∞

∞−

, δεν συµβαίνει το ίδιο συχνά στις 

συναρτήσεις των εφαρµογών και µάλιστα σε αρκετές περιπτώσεις όταν υπάρχει ο 
M.F. µιας συνάρτησης αυτές εκφράζονται µέσω γενικευµένων συναρτήσεων (π.χ. 
{ } ( )ωδπ vvv jtF 2= ). 

 

0,0 <tγια  

0),( >⋅ ttfext για  



 2) Είδαµε την αναλυτική έκφραση του αντίστροφου M.F. όπως αυτή δίνεται 
από τη σχέση (9). Έτσι αντίστοιχα, για τον αντίστροφο M.L., βρίσκεται ότι: αν 
{ } ( )stfL Φ=)( , τότε 

( ){ } ( )∫
∞+

∞−

− Φ⋅==Φ
j

j

st dsse
j

tfsL
γ

γπ2
1

)(1 , για 0>t  και 0)( =tf  για 0<t , (12) που 

λέγεται ολοκληρωτικός τύπος του Bromwich. 
 Όπως όµως διαπιστώνουµε, ο αντίστροφος M.L. απαιτεί ολοκλήρωση στο 
µιγαδικό επίπεδο (αφού µέσω του (12) οδηγεί σε µιγαδικά επικαµπύλια 

ολοκληρώµατα της µορφής ( )dsse
j

st
C Φ⋅Φ

π2
1

 και σε ολοκληρωτικά υπόλοιπα – 

Residues), δηλ. σε δύσχρηστες συνήθως στην πράξη υπολογιστικές διαδικασίες. 
 Γι’αυτό και στις εφαρµογές, συνήθως αποφεύγεται η χρήση του τύπου (12) 
για την εύρεση του αντιστρόφου M.L. (όπως και το ίδιο γίνεται και για το σχετικά 
απλούστερο ολοκλήρωµα (9) του αντιστρόφου M.F.) 
 
 
3) M.F. άρτιων – περιττών συναρτήσεων 

 
 Όπως και στις σειρές Fourier, όταν µια συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή 
τότε οι τύποι του M.F απλουστεύονται. Πράγµατι, αν )(tf  άρτια (δηλ. 
συµµετρική ως προς τον άξονα των y ), είτε περιττή (δηλ. συµµετρική ως προς την 
αρχή των αξόνων), τότε αντίστοιχα έχουµε: 
 

{ } ( ) ( )∫
∞

Φ=⋅=
0

cos)()( ωω dtttftfFC  

( ){ } ( ) ( )∫
∞

− ⋅Φ==Φ
0

1 cos
2

)( dtttfF ωω
π

ω  

M.F άρτιας ή συνηµιτονικός, (13) 

 
και 
 

{ } ( ) ( )∫
∞

Φ=⋅=
0

sin)()( ωω dtttftfFs  

( ){ } ( ) ( )∫
∞

− ⋅Φ==Φ
0

1 sin
2

)( dtttfF ωω
π

ω  

M.F περιττής ή ηµιτονικός, (14) 

 
 



 Οι σχέσεις (13) και (14) ισχύουν επίσης και όταν µια συνάρτηση )(tf  
επεκτείνεται σε συνηµιτονικό ή ηµιτονικό M.F. (δηλ. όταν η )(tf  είναι ορισµένη 
σε ένα µόνο από τους 2 ηµιάξονες των t  και την επεκτείνουµε στον άλλο 
συµµετρικά, έτσι ώστε η )(tf  να καθίσταται άρτια ή περιττή). 
 
4) Φυσική ερµηνεία των M.F. 

 
 Όπως στον M.L . έτσι και στον M.F., ο ορθός και ο αντίστροφος M.F. 
(τύποι (8) και (9)), αποτελούν ένα ζεύγος αλληλοσυνδεόµενο (για τις τεχνολογικές 
συναρτήσεις, αµφιµονοσήµαντα). δηλ. είναι δυο µετασχηµατισµοί – Συστήµατα 
αλληλοαντιστρεφόµενα, όπου: Ο ορθός M.F (8) είναι ένα Σύστηµα, που 
µετασχηµατίζει ένα σήµα )(tf  στο σήµα – φάσµα συχνότητας του ( )ωΦ , ενώ ο 
αντίστροφος M.F. (9) είναι το αντίστροφο Σύστηµα που όταν ξέρουµε το φάσµα 
συχνοτήτων ( )ωΦ  ενός σήµατος µας ξαναδίνει το αρχικό σήµα )(tf . 
 ∆ηλαδή, η )(tf  µπορεί να εκπροσωπεί ένα ηλεκτρικό Σήµα (εισόδου) στο 
πεδίο του χρόνου t  και η µετασχηµατισµένη της { } ( )ωΦ=)(tfF  να εκφράζει το 
Σήµα (εξόδου) των συχνοτήτων της )(tf , στο πεδίο συχνοτήτων ω . 
 άρα, η συνήθης φυσική σηµασία του M.F. στις τεχνολογικές εφαρµογές, 
είναι: ο ορθός M.F. είναι ένα Σύστηµα που αναλύει ένα Σήµα – ηλεκτρική 
κυµατοµορφή )(tf  σε ένα φάσµα συχνοτήτων ( )ωΦ , ενώ ο αντίστροφος M.F 
είναι το αντίστροφο Σύστηµα που συνθέτει αυτό το φάσµα και ξαναδίνει το αρχικό 
Σήµα – κυµατοµορφή )(tf , (γι’αυτό και η ( )ωΦ  λέγεται και φασµατική 
συνάρτηση ή απλά φάσµα της )(tf ). 
 (Ας σηµειωθεί εδώ, ότι το φάσµα συχνοτήτων µιας συνάρτησης – σήµατος 

)(tf , δίνει µια άλλη οπτική γωνία για την εξέταση του σήµατος )(tf , πολύ πιο 
«αποκαλυπτική» για την µελέτη του )(tf , γι’αυτό και η αµφίδροµη πορεία µεταξύ 

)(tf  και ( )ωΦ  είναι, γενικότερα, πολύ χρήσιµη στις Εφαρµογές). 
 
 



 Εξάλλου, όπως είδαµε στα γενικά περί Σηµάτων και Συστηµάτων, αλλά και 
από τον ορισµό του M.F., γνωρίζουµε ότι ο ( )ωΦ  µια )(tf  είναι γενικά µια 
µιγαδική συνάρτηση, δηλαδή: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )ωϕω ωωωβαω jtj ejjdtetf ⋅Φ=⋅Φ+Φ=+=⋅→Φ ∫
∞

∞−

− ImRe)()8( , 

(15), όπου ( )ωΦ  είναι το µέτρο και ( )ωϕ  η φάση της. 

 Τέλος, ο M.F. από τον ορισµό του είναι φανερό ότι αναφέρεται σε 
χρονοσυνεχή Σήµατα – Συστήµατα, (µε κύριες τεχνολογικές εφαρµογές στις 
συναρτήσεις µεταφοράς των Γραµµικών Συστηµάτων, στον σχεδιασµό 
αναλογικών φίλτρων, κλπ, όπως και ο M.L.). 
 Όµως σήµερα στην εποχή της ψηφιακής τεχνολογίας των Η/Υ, 
χρησιµοποιείται επίσης ευρέως στη µορφή του «∆ιακριτού M.F.» - (D.F.T) όπως 
και του «Ταχύ M.F.» - (F.F.T), µέσω της δειγµατοληπτικής διαδικασίας 
(sampling), σε αρκετές τεχνολογικές εφαρµογές (όπως στα συστήµατα 
Τηλεπικοινωνιών, στη διαµόρφωση Σηµάτων, στον σχεδιασµό ψηφιακών φίλτρων, 
κλπ.) 
 
5) Είναι φανερό ότι, όπως θεωρούµε τον M.F. ως επέκταση των σειρών Fourier 
όταν ∞→T , έτσι και οι Σειρές Fourier µπορούν να θεωρηθούν ως πεπερασµένοι 
Μετασχηµατισµοί Fourier (περιορισµός του M.F.). Έτσι γενικά, µε τον όρο 
«Αρµονική Ανάλυση» µιας συνάρτησης )(tf , εννοούµε την ανάλυση της )(tf  
στο πεδίο των συχνοτήτων ω  για κάθε περίπτωση, δηλ. είτε T πεπερασµένο, είτε 

∞→T . 
 



 Συµπερασµατικά, οι Σειρές Fourier είναι πεπερασµένοι Μετασχηµατισµοί 
Fourier και χρησιµοποιούνται όταν η ηλεκτρική κυµατοµορφή ορίζεται σε 
πεπερασµένο διάστηµα και είναι (ή µπορεί να γίνει) περιοδική, ενώ όταν η 
κυµατοµορφή έχει άπειρη περίοδο ( ∞∞− , ) τότε χρησιµοποιούµε τους M.F. (που 
είναι επέκταση των σ. Fourier, για ∞→T ) 
 Τέλος, ενώ µια ηλεκτρική κυµατοµορφή αναλύεται στον παλµογράφο, το 
φάσµα συχνοτήτων της )(tf  δηλαδή { } ( )ωΦ=)(tfF  αναλύεται στο 
φασµατοσκόπιο και µάλιστα το φάσµα περιοδικής )(tf  µέσω σειράς Fourier είναι 
γραµµικό φάσµα, ενώ το φάσµα απεριοδικής )(tf  µέσω M.Fourier είναι συνεχές 
φάσµα συχνοτήτων. Σχετικά, δίνουµε παρακάτω τα γραφήµατα ενός γραµµικού 
και ενός συνεχούς φάσµατος συχνοτήτων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( )=tf  

 
 

(Συνεχές Φάσµα) 

( ) ( )ππ ,, −∈= tttf  

(Γραµµικό Φάσµα) 

2α 

α
π

−  

ω 

( )ωΦ  

v 
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 -5    -4    -3    -2    -1     0     1      2     3     4     5 

vC  

α
π

 

at <,1  

at >,0  



1.7. Ιδιότητες του M.F 
 
 Όπως στον M.L είδαµε ότι ισχύουν ορισµένες σηµαντικές ιδιότητες (µε 
βασικότερη αυτή της Γραµµικότητας), ανάλογα και για τον M.F. αποδεικνύεται 
ότι ισχύουν επίσης οι εξής ιδιότητες: 
 Ι) Γραµµικότητα (δηλ. οι τελεστές F και 1−F  είναι γραµµικοί): 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ) ( )ωω 221122112211 Φ+Φ=+=+ cctfFctfFctfctfcF  
και 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ) ( )tfctfcFcFcccF 22112
1

21
1

12211
1 +=Φ+Φ=Φ+Φ −−− ωωωω  

 Επίσης µε { } ( ) ( ){ } )()( 1 tfFtfF =Φ⇔Φ= − ωω  και Rt ∈00,,ωα  τότε: 

 ΙΙ) { } 





Φ⋅=
α
ω

α
α

1
)( tfF  και ( ){ } 






=Φ−

αα
αω

t
fF

11 , (17) 

 ΙΙΙ) { } )()( 0
0 ωωω −Φ=⋅ tfeF tj  και ( ){ } )(0

0
1 tfeF tj ⋅=−Φ− ωωω , (18) 

 IV) ( ){ } ( ) tjettfF 0
0

ωω −⋅Φ=−  και ( ){ } ( )0
1 0 ttfeF tj −=⋅Φ −− ωω , (19) 

 V) ( )( ){ } ( ) ( )ωω Φ⋅= vv jtfF  και ( )( ) ( ) ( ){ }ωω Φ⋅= − vv jFtf 1 , (20) 

 VI) ( ) ( )∫∫
∞−∞−

Φ=
0

2
0

2

2

1
ωω

π
dtf , (Θεώρηµα Parseval), (21) 

 
 

1.8. Συνέλιξη M.F. 
 

 Όπως στον M.L., ανάλογα ορίζεται και στον M.F. η Συνέλιξη (ή 
Συνελικτικό γινόµενο ή ∆ίπλωση) δυο συναρτήσεων ( )tf  και ( )tg , ως 

εξής: ( ) ( )∫
∞−

−⋅→∗
0

. duutgufgf ορ , (22) 

Σχετικά ισχύει το θεώρηµα της Συνέλιξης: { } { } { }gFfFgfF ⋅=∗ , απ’οπου 

ισοδύναµα: { }{ } { } { }{ } ( ) ( ){ }ωω GFgfgFfFFgfFF ⋅Φ=∗⇔⋅=∗ −−− 111 ,(22α) 
Γενικότερα : { } { } { } { }vv fFfFfFfffF ............. 2121 ⋅⋅=∗∗ . Εξάλλου, όπως στον 
M.L έτσι και στον M.F. ισχύουν οι ιδιότητες: 
 Α) της αντιµεταθετικότητας [ ]fggf ∗=∗ , 
 Β) της προσεταιριστικότητας ( ) ( )[ ]hgfhgf ∗∗=∗∗  και  
 Γ) της επιµεριστικότητας ( ) ( ) ( )[ ]hfgfhgf ∗+∗=+∗ . 

 Τέλος, αντίστροφα ισχύει: ( ) ( ){ } ( ) ( )tgtfGF ⋅⋅=∗Φ− πωω 21 , (22 β) 
 
 
 
 
 
 
 

(16) 



2. Παραδείγµατα – Εφαρµογές στον M.F. 
 

1) α) Να βρεθεί ο Μετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης  
 
 
   ( )=tf  
 
 

β) Να γίνουν τα γραφήµατα της ( )tf  και ( ){ }tfF , για α=1. 
 
 
Λύση: 
 

α) ( ){ } ( ) ( ) =⋅+⋅+⋅=⋅→Φ= ∫∫∫∫
+∞

−

−

−
−

∞−

−
∞

∞−

−

a

tj
a

a

tjtjtj dtedtedtedtetftfF ωω
α

ωωορω 010  

[ ] ( ) ( ) ( )0,
sin

2
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ωωω

ωω
ωωωω a

j

ee
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j
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j
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a
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a

a

tj . 

(Ενώ, για 0=ω  παίρνουµε : ( )( ) ( ) ( )
=






=






=Φ

→→→ ω
ω

ω
ω

ω
ωωω a

a
a

a sin
lim2

sin
2limlim

000
 

aa 2)1(2 =⋅= ). 
 
 
 β) Οι ζητούµενες γραφικές παραστάσεις, για α=1, είναι: 
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( ) ( ){ }ωΦ= −1Ftf  

αοταν >t,0  
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( ) ( ){ }tfF=Φ ω  



2) Να βρεθεί ο M.F. της συνάρτησης, ( µε α>0, σταθερά): 
 
 
 
 ( )=tf    ή αλλιώς  
 
 
 
 
 
 
Λύση: 

( ){ } ( ) ( ) ( )[ ] =
+
−

==⋅=⋅→
∞+−

∞
+−

∞
−−

∞

∞−

− ∫∫∫ 0
00

)8( 1 tjatjatjattj e
ja

edteedtetftfF ωωωω

ω
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=
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∞
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11 1
1
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 (Σηµείωση : Η ( )ωΦ  έχει αντίστροφο M.F. την ( )tf , δηλ. : 

( ){ } ( ) ( ) ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−

+
=Φ→=Φ ω

ωπ
ωω

π
ω

ω
ω d

ja

e
detfF

tj
tj

2

1

2

1)9(1 ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0, >− te at
 

0,0 <t  

( ) ( )tuetf at ⋅= −
 

 
 
Όπου ( )=tu  

0,1 >t  

0,0 <t  

(Μοναδιαία 
βηµατική 
συνάρτηση) 



3) Να υπολογιστεί { } 0, >− aeF ta . 
 
Λύση: 
 

{ } ( ) ( ) =+=⋅+⋅=⋅→ ∫∫∫∫∫
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−
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−
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0
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 (Στα παρακάτω σχήµατα, δίνονται τα γραφήµατα της ( ) taetf −=  και της 

( ){ }
22

2

ω+
=

a

a
tfF ). 
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{ }taeF −
 

1 

t 
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4) Να υπολογιστεί ο M.F. της µοναδιαίας κρουστικής συνάρτησης του Dirac, 
( )tδ . 

 
Λύση: 
 
 Ως γνωστόν, η χρονοσυνεχής µοναδιαία κρουστική συνάρτηση του Dirac (ή 
µοναδιαία κρουστική συνάρτηση δέλτα), ( )tδ , ορίζεται ως Γενικευµένη 
συνάρτηση (και όχι ως συνήθης συνάρτηση), ως εξής: 
 
 

 ( )tδ =    , µε ( )∫
∞

∞−

=1dttδ , (23) 

 
 
 Οπότε ο Μ.F.της ( )tδ  είναι: 

( ){ } ( ) { } ( )ωδδ δ
ωορ ω Φ===⋅→ −

=

∞

∞−

−∫ 1
0

. tje t

tj dtettF , (23 α) 

 
 Σηµείωση: Ο αντίστροφος M.F. από την (23 α), 

( ){ } { } ( ) ∫
∞

∞−

−− ===Φ ω
π

δω ω
δ detFF tj

2

1
111 , (23 β) 

 
 Εξάλλου, θεωρώντας τη συνάρτηση Dirac στη µορφή ( )[ ]00 ,0 tttt ≠=−δ , 
επίσης παίρνουµε: 

( ){ } ( ) { } 0

0
00

tj

tt

tj edtettttF tje ωω ωδδ −

=

∞

∞−

− ==⋅−=− −∫ , οπότε αντίστροφα : 

( ) { } ( )
∫
∞

∞−

−−− ==− ω
π

δ ωω deeFtt ttjtj 00

2
11

0 . 

 
Παρατηρήσεις στην ( )tδ : Η ( )tδ  δεν έχει φυσική υπόσταση και δεν είναι 

συνάρτηση µε τη συνήθη µαθηµατική έννοια, αλλά είναι µια ειδική συνάρτηση 
απ’αυτές που στα Μαθηµατικά αποτελούν τις λεγόµενες «Γενικευµένες 
Συναρτήσεις» ή Κατανοµές. ∆ηλ. είναι µια συµβολική συνάρτηση θα λέγαµε, που 
εκφράζει την επίδραση απείρως µεγάλων µεγεθών, που επενεργούν όµως για 
ελάχιστο (οριακά µηδενικό) χρόνο. 
 

0,1 =t  

0,0 ≠t  



 Η συνάρτηση ( )tδ  που λέγεται και µοναδιαία ώση (κρούση), είναι ένα 
σηµαντικό µαθηµατικό σύµβολο – συνάρτηση, που χρησιµεύει για την περιγραφή 
των λεγόµενων «παροδικών» φαινοµένων, όπως π.χ. τα παροδικά ρεύµατα που 
παρατηρούνται κατά το άνοιγµα ή το κλείσιµο ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος. 
 (Τα παροδικά φαινόµενα παρατηρούνται συνήθως στο µεταβατικό στάδιο 
που µεσολαβεί, κατά την απότοµη µεταβολή της κατάστασης ενός Συστήµατος, σε 
κάποια άλλη κατάσταση. Τα παροδικά φαινόµενα είναι αρκετά συχνά σε 
διάφορους τοµείς των τεχνολογικών εφαρµογών, όπως στα ηλεκτρικά Σήµατα – 
Συστήµατα, στην Ηλεκτρονική Φυσική, στην Οπτική, κλπ.). 
 Ορισµένες βασικές και χρήσιµες ιδιότητες της ( )tδ , (για ( )tf  συνεχή 

συνάρτηση). είναι: 

Ι) ( ) ( ) ( )0fdttft =⋅∫
∞

∞−

δ , (24) όπου το ολοκλήρωµα όµως δεν έχει τη συνήθη 

έννοια, αλλά ότι η ( )tδ  επιδρά επί της ( )tf  έτσι ώστε αυτό να πάρει την τιµή 
( )0f , ή µε αλλά λόγια ότι το ολοκλήρωµα και η ( )tδ  καθορίζονται από την τιµή 
( )0f . 

ΙΙ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

=⋅+=−⋅ 000 tfdttttfdttttf δδ , (25) 

ΙΙΙ) ( ) ( ) ( ) ( )0
11

f
a

dtt
a

t
f

a
dtattf =⋅






=⋅ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

δδ , (26) 

IV) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,
1

=⋅⋅=⋅=−= tttufttfttt
a

at δδδδδδδ , (27) 

 

V) ( ) ( ) =−⋅∫
β

δ
a

dttttf 0     , και ( ) =−∫
β

α

δ dttt 0  

 

VI) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0''' fdttftdttft −=⋅−=⋅ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

δδ , µε ( ) ( )t
dt

d
t δδ ='  και ( )

dt

df

t

f
0

' 0
=

=  

όπου η ( )t'δ  είναι συµβολική συνάρτηση, που ενεργεί έτσι ώστε η ( )tf  να πάρει 
τη τιµή ( )( )0f− , (29) 

VII) ( ) ( ) ( )tu
dt

d
tut == 'δ , (30), δηλαδή η ( )tδ  είναι η παραγωγός της ( )tu , όπου 

( )tu  η γνωστή µοναδιαία βηµατική συνάρτηση ( )tu = 
 
 
 

( ) ( )βα ,,0 ∈ttf  

( )βα ,,0 ∉t  

( )βα ,,1 ∈t  

( )βα ,,0 ∉t  

(28) 

1, t>0 

0, t<0 



 VIII) Αν µια συνάρτηση ( )tf  είναι τµηµατικά συνεχής σ’ένα διάστηµα 
βα ≤≤ t , µε ασυνέχειες άλµατος ύψους ,....., 21 λλ  στα σηµεία ,...., 21 tt , τότε η 

«γενικευµένη παραγωγό» ( )tf '
γ  της ( )tf , είναι: 

 
( ) ( ) ( )κ

κ
γ δλκ tttftf −⋅Σ+= '' , (31). 

 (όπου ( )tf '  είναι η συνήθης παραγωγός της ( )tf  όπου υπάρχει). 
 Π.χ. έστω η ( ) [ ]βα ,/tfy = , τµηµατικά συνεχής συνάρτηση του παρακάτω 
σχήµατος, µε ασυνέχειες στα σηµεία 321 ,, ttt  και µε άλµατα ασυνέχειας 

121 yy −=λ , 342 yy −=λ  και 563 yy −=λ , αντίστοιχα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 άρα: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]332211
'
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1
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5) Να βρεθεί ο M.F της σταθερής συνάρτησης ( ) Ctf = . 
 
Λύση: 

{ } ( ) ( )[ ] ( )ωδπωδπ
π

π παραδπροηγδεςωω ⋅=− →







=⋅= Γ

∞

∞−

−
∞

∞−

− ∫∫ CCdteCdteCCF tjtj 22
2

1
2 ).(.

αφού ( ) ( )ωδωδ =−  
 

Σηµείωση: Για 1=C : { } ( )ωδπ ⋅= 21F , οπότε επειδή ( ){ } ( )0
0 ωωω −=⋅ FtgeF tj , 

(δες ιδιότητες Μ.F. (18)) άρα: { } ( )0
0 2 ωωδπω −⋅=tjeF , (32).  

 
 6) Να υπολογιστούν οι M.F των συναρτήσεων α) ( )t0cosω  και β) ( )t0sinω  
και γ) να δοθούν οι γραφικές παραστάσεις τους. 
 
Λύση: 
 

Α) ( ){ } { } { }  →+=
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Β) Όµοια : ( ){ } ( ) ( )[ ]00
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0 22
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2
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( ) ( )00 ωωδπωωδπ +⋅+−⋅−= jj . 
 
Γ) Οι γραφικές παραστάσεις των ( )t0cosω  και ( )t0sinω  και των M.F. αυτών είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ω 

ω 

( )0ωωπδ −

( )0ωωπδ −

( )0ωωπδ +  

( )0ωωπδ +

t 

( ) ( ){ }tF 0sin ωω =Φ  ( ) ( )ttf 0sin ω=  

( ) ( ){ }tF 0cos ωω =Φ  
( ) ( )ttf 0cos ω=  

t 



7) Να βρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης  
 
  ( )=tf    (ορθογωνικός παλµός) 
 
Λύση: 
 Επειδή η ( )tf  είναι προφανώς άρτια και µη περιοδική, σχέση (7) που δίνει 
το ολοκλήρωµα Fourier, απλουστεύεται (όπως και στις σειρές Fourier) και δίνεται 
όπως είδαµε από την (7 β), ήτοι: 
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π
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⋅
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∞
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Παρατήρηση Ι: Για την τιµή του ολοκληρώµατος (Α), έχουµε : 

 Α) Για 1<t  δηλ. ( )1,1−∈t , είναι ( ) 1.→ορtf , όποτε : 

 ( ) ( ) ( )
2

cossin
1

cossin2

00

π
ω

ω
ωω

ω
ω

ωω
π

=
⋅

⇔=
⋅
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d
t

d
t

tf . 

 Β) Για 1=t , δηλ. 1±=t  (που είναι σηµεία ασυνέχειας της ( )tf ), είναι 

(σύµφωνα µε το θεώρηµα Fourier): 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]
2

1
10

2

1
11

2

1
=+=+= −+ fftf  και ( ) ( ) ( )[ ] [ ]

2

1
10

2

1
11

2

1
=+=−+−= −+ fftf , 

άρα, για ( ) ( ) ( )
422

1cossin
2
1cossin2

1
00

ππ
ω

ω
ωω

ω
ω

ωω
π

=⋅=
⋅

⇔=
⋅

=⇒= ∫∫
∞∞

dd
t

tft  

 Γ) Για 1>t , δηλ. ( ) ( ) ( )+∞∪−∞−=−∉ ,11,1,1t , είναι ( ) 0.→ορtf , όποτε: 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
∞ ∞

=
⋅

⇔=
⋅

=
0 0

0
cossin

0
cossin2

ω
ω

ωω
ω

ω
ωω

π
d

t
d

t
tf  

Παρατήρηση ΙΙ: Με χρήση του MATLAB, το παραπάνω ολοκλήρωµα (Α), 

δίνεται: 
( ) ( ) ( )1

4
1

1
4
1cossin

0

−⋅−+⋅=
⋅

∫
∞

tsignumtsignumd
t

ππω
ω

ωω
. (∆ες σχετικά 

και επόµενο παράδειγµα (8) – συνάρτηση πρόσηµου signum(t)) 
Παρατήρηση ΙΙΙ:Μέσω των M.F. µπορούµε να υπολογίσουµε µερικά «δύσκολα» 

γενικευµένα ολοκληρώµατα, π.χ. βρήκαµε εδώ ότι ( ) ( )
ω

ω
ωω

d
t

tf ∫
∞ ⋅

=
0

cossin
. 

Θεωρώντας 0=t , οπότε ( ) 1=tf , παίρνουµε: 

( ) ∫∫
∞∞

=⇒==
00 2

sin
1

sin2 π
ω

ω
ω

ω
ω
ω

π
ddtf  

1,1 <t  

<
1,0 >t

 

1,0

1,21

1,1

>

=

<

t

t

t

για

για

για

 

1,0

1,4

1,2

>

=

<

t

t

t

για

γιαπ

γιαπ

 ,Α* 



8)  Μ.F της συνάρτησης πρόσηµου «signum (t)» 
 
Καταρχήν, ονοµάζουµε Συνάρτηση πρόσηµου « ( )tsignum » και συµβολίζουµε 

( )tsgn  τη συνάρτηση που ορίζεται ως εξής: 
 
 ( )=tsgn    ,(33) 
 
 Η συνάρτηση signum (t) ανήκει στην κατηγόρια των λεγόµενων «Ειδικών 
Συναρτήσεων», είναι πολύ σηµαντική και χρήσιµη για την Ανάλυση Fourier (αλλά 
και για τα σήµατα γενικότερα) και είναι προφανώς περιττή (άρα ο M.F θα είναι 
καθαρά φανταστική συνάρτηση και περιττή επίσης). Η γενικευµένη παράγωγος 

( )tγnsg ′  της (33), (δες παράδειγµα 4, παρατηρήσεις , ιδιότητες VIII της ( )tδ ), 

είναι: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )tttttttt δδδλδλκ

κκ
κγ 201100nsgnsg

1
1 =−⋅−−+=−⋅+=−⋅+′=′ ∑∑

=

 Οπότε : ( ){ } ( ) ( ){ }tFjtF sgnnsg ⋅=′ ωγ , (δες ιδιότητες M.F. V) και 

( ){ } ( ){ } ( ){ } 21222nsg =⋅=⋅=⋅=′ tFtFtF δδγ  άρα: ( ){ }
ωj

tF
2

sgn = , (33 α). 

 

 Εξάλλου, ( ) ( )
∫∫
∞

∞−

∞

∞−

== ω
ω
ω

π
ω

ωπ
ω d

t
de

j
t tj sin12

2
1

sgn . Τέλος, τα 

γραφήµατα της ( )tsgn  και του φάσµατος αυτής, είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ω
2

−  
ω
2

 

t t 

-1 

1 

( ){ }tF sgn  

( )tsgn  

0 0 

0,1 >tγια  

0,1 >tγια
0,1 <− tγια  



9) Να υπολογιστούν ο ηµιτονικός και ο συνηµιτονικός M.F. της συνάρτησης 
( ) tetf −= , για t>0. 

 
Λύση 
 α) Λέγοντας ηµιτονικό M.F εννοείται, ως γνωστόν, ότι η ( )tf  που ορίζεται 
µόνο στον θετικό ηµιάξονα των t, ότι επεκτείνεται και στον αρνητικό ηµιάξονα, 
έτσι ώστε η f να γίνει περιττή (δηλ. συµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων) 
 Οπότε θα ισχύει ο τύπος (14), δηλ.: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ==⋅=⋅=Φ=

+−

−−
∫∫

− ∞
∞

−
∞

221

cossin

0
00

sinsin
ω

ωωω
ωωω

tte t

dttedtttftfF t
s

αφού είναι : ( ) ( ) ( )[ ]









+

−
=⋅∫ 22

cossin
sin

βα
βββ

β
ttae

dtte
at

at
21

....
ω
ω
+

== . 

 
 β) Όµοια, για τον συνηµιτονικό M.F της ( )tf , εννοείται ότι αυτή 
επεκτείνεται στον αρνητικό ηµιάξονα έτσι ώστε να καταστεί άρτια (δηλ. 
συµµετρική ως προς τον άξονα της εξαρτηµένης µεταβλητής) 
 Οπότε θα ισχύει ο τύπος (13), δηλ.: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )

=
+−

⋅+−
=⋅=⋅=Φ=

∞−∞
−

∞

∫∫
0

22
00 1

sincos
coscos

ω

ωωω
ωωω

tte
dttedtttftfF

t
t

C

αφού είναι: ( ) ( ) ( )[ ]









+

−
=⋅∫ 22

sincos
cos

βα
βββ

β
ttae

dtte
at

at
21

1
..

ω+
== . 

 



 10) Να υπολογιστεί ο M.F περιοδικής συνάρτησης ( )tf  µε περίοδο 
0

2

ω
π

=T . 

 
Λύση: 

 Ως γνωστόν, µια περιοδική συνάρτηση ( )tf , µε περίοδο 
0

2

ω
π

=T , αναλύεται 

σε σειρά Fourier (στη µιγαδική µορφή), ως εξής: 

( ) { }∑
∞

−∞=
⇔⋅=

v

tjv
v eFtf 0ωγ  οπότε παίρνουµε τον M.F., έχουµε : 

( ){ } ( ){ } { }⇔⋅=⇔








⋅= ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞= v

tjv
v

v

tjv
v eFtfFeFtfF 00 ωω γγ  

(δες παράδειγµα (5), (32) { } ( )0
0 2 ωωδπω −⋅=tjeF ) 

( ) ( )∑
∞

−∞=
−⋅⋅=Φ⇔

v
v v 02 ωωδγπω  ,(34) (M.F περιοδικής συνάρτησης) 

 
 (Συµπέρασµα: Ο M.F περιοδικής συνάρτησης, είναι µια ακολουθία ώσεων 
(δηλ. φασµατικών γραµµών), που βρίσκονται στις αρµονικές συχνότητες της 
συνάρτησης και ισαπέχουν µεταξύ τους κατά 0ω ) 
 
 Παρατήρηση: Είδαµε ότι το ολοκλήρωµα Fourier, µπορεί να θεωρηθεί ως 
µια οριακή Σειρά Fourier, όταν ∞→T . Στο παραπάνω παράδειγµα είδαµε ότι έχει 
νόηµα επίσης, να µιλάµε για τον M.F. περιοδικής συνάρτηση, που βρήκαµε ότι 
δίνεται από τη γενικευµένη συνάρτηση (34). Γι’αυτό, σε κάθε περίπτωση, µιλάµε 
γενικά για την αρµονική ανάλυση Fourier, είτε η ( )tf  είναι περιοδική, είτε όχι. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



11) Να αποδειχτεί το θεώρηµα του ολοκληρώµατος Fourier, µε την εξής έννοια: 
αν ( )tf  µια συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα [ ]LLT ,−= , που η περιοδική 
επέκταση της αναπτύσσεται σε Σειρά Fourier, τότε για ∞→L , η Σειρά Fourier 
της ( )tf  «µετατρέπεται» στο ολοκλήρωµα Fourier της ( )tf . 
 
Απόδειξη: 
 
 Έστω ( )tg  η περιοδική επέκταση της ( )tf , δηλαδή 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) RtTtgtg

TLLttftg

∈∀+=

=−∈∀=

,

,,

και  

 
 Έστω επίσης η Σειρά Fourier της ( )tg , στην εκθετική – µιγαδική µορφή: 

( ) ∑
∞

−∞=
⋅→

v

tjv
v eGtg 0)4( ω , (Ι), όπου ( )∫

−

−⋅=
L

L

tjv
v dtetg

T
G 01 ω , (ΙΙ), και 

T

π
ω

2
0 = , 

(ΙΙΙ), ( )Zv∈ . 

 Η (Ι) λόγω της (ΙΙ), γίνεται : ( ) ( ) tjv

v

L

L

tjv edtetg
T

tg 001 ωω ⋅







⋅= ∑ ∫

∞

−∞= −

− , (IV), 

όπου η συχνότητα του γενικού όρου είναι: vv
T

v
ωω

π
== 0

2
, οπότε η διάφορα της 

συχνότητας µεταξύ διαδοχικών οπών είναι: ( )[ ] ω
ππ

∆==−+
T

vv
T

2
1

2
, (δηλ. 

0ωω =∆ ). 
 Αφού 0ωω =∆ , τότε η (VI) γίνεται : 

( ) ( ) ω
π

ωω ∆⋅⋅







⋅= ∑ ∫

∞

−∞= −

− tvj

v

L

L

tvj edtetgtg
2

1
, (V), όπου θέτοντας 

( ) ( )∫
−

−⋅=
L

L

tj dtetgG ωω , παίρνουµε : ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
∆⋅⋅=

v
v

tvj Getg ωω
π

ω

2

1
. Θεωρώντας 

ότι ∞→L  δηλ. ∞→T , τότε ( ) ( ) 0,, →∆∈∀= ωκαιRttftg . Οπότε η (V) 

γίνεται : ( ) ( ) ( )∫∑
∞

∞−

∞

−∞=→∆
⋅=∆⋅⋅= ωω

π
ωω

π
ωω

ω
dGeGetg tj

v
v

tvj

2
1

2
1

lim
0

, απ’οπου 

τελικά : ( ) ( ) ω
π

ωω ddtetfetf tjtj








= ∫∫

∞

∞−

−
∞

∞−2

1
, (δηλ. (7 β)) 

 
 
 



12) Να βρεθεί ο M.F του σήµατος  
 

 ( )=tf    (ορθογώνιος παλµός – rectangular pulse) 
 
Λύση:  
 Σε συνεχεία και γενίκευση του παραδείγµατος (7), από τον ορισµό του M.F. 

(8), βρίσκουµε: ( ){ } =







−=⋅=

−

−

−

−∫
T

T

tj
T

T

tj e
j

A
dteAtfF ωω

ω
 

( ) ( )TCAT
TA

ω
ω
ω

sin2
sin2

⋅== , όπου η συνάρτηση «sinC”, ορίζεται ως εξής: 

 
 
 ( )=xCsin  
 
 
13) Να βρεθεί ο M.F της συνάρτησης ( ) Rttf ∈= ,1 . 
 
Λύση: 
 
 Προφανώς η περιοχή µεταξύ του γραφήµατος της ( ) 1=tf  και του άξονα 
των t, είναι άπειρη (µη µετρήσιµη), ή ισοδύναµα το γενικευµένο ολοκλήρωµα 

( )∫
∞

∞−

dttf  αποκλίνει. Κατά συνέπεια, η συνάρτηση ( ) Rttf ∈= ,1 , δεν έχει 

Μετασχηµατισµό Fourier. 
 Το ίδιο επαληθεύεται βέβαια και µέσω του ορισµού του M.F. Πράγµατι: 

( ) ( )
ω
ω

ω
ωωωω u

ee
j

dtedte
u

ujtj

u

u

u

tj

u

tj sin2
lim

1
limlim1

∞→

−

∞→−

−

∞→

∞

∞−

− =







−−==⋅ ∫∫ , ένα όριο 

δηλ. που δεν υπάρχει, (αφού το ηµιτόνιο απείρου τόξου δεν υπάρχει). Άρα η 
( ) Rttf ∈= ,1 , δεν αναλύεται αρµονικά. 

 
 

Tt

TtA

>

≤

,0

,
 

0,1

0,
sin

=

≠

x

x
x

x

οταν

οπου
 



14) α) Να βρεθούν τα φάσµατα «πλάτους» και «φάσης», του 
σήµατος: ( ) ( ) ( )0, >⋅= − atHetf at . 
 
όπου ( )=tH    (µοναδιαία νηµατική του Heaviside – unit step  
    Heaviside function, ή ΅ ( )tu ) 
 
 β) Να δοθούν τα γραφήµατα των φασµάτων αυτών. 
 
Λύση: 
 

 α) ( ){ } ( )
ω

ω
ja

jtfF
+

=Φ=
1

, οπότε το µέτρο (πλάτος) της είναι : 

( )
22

1

ω
ω

+
=Φ

a
j  και το όρισµα (φάση) της είναι : 

( ) ( ) 





−=Φ −−

a
j

ω
ω 11 tan1tanarg , αφού γενικά: ( ) ( ) ( )ωωω jjejj Φ⋅⋅Φ=Φ arg . 

(Συχνά, αντί για ( )ωΦ , γράφουµε ( )ωjΦ , αφού η µεταβλητή ω  εµφανίζεται 

σ’αυτες της συναρτήσεις ως γινόµενο επί την φανταστική µονάδα 1−=j ) 
 
 β) Τα φάσµατα «πλάτους – µέτρου» και «φάσης – ορίσµατος», δίνονται στα 
παρακάτω γραφήµατα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

π/2 

ω 

( )ωjΦarg  

ω 

1/a 

( )ωjΦ  

0,0

0,1

<

≥

t

t
 



Tt

TtA

>

≤

,0

,
 

0,1

0,
sin

=

≠

x

x
x

x

οταν

οπου
 

15) Για το σήµα – συνάρτηση του παραδείγµατος (12) 
 
 ( )=tf   (ορθογώνιος παλµός) 
 
 α) Να υπολογιστεί το φάσµα «πλάτους» και το φάσµα «φάσης» της ( )tf . 
 β) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις : 
  Ι) του φάσµατος «πλάτους» της ( )tf , δηλ. της ( )ωjΦ  

  ΙΙ) του φάσµατος «φάσης» της ( )tf , δηλ. ( )ωjΦ . 
  ΙΙΙ) του φάσµατος συχνότητας της ( )tf , δηλ. της ( ){ } ( )ωjtfF Φ= , 
και 
  IV) της ( )tf . 
 
Λύση: 
 
 α) Στο παράδειγµα (12) βρήκαµε ότι: 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )TCAT
T

T
ATT

A
tfFj ω

ω
ω

ω
ω

ω sin2
sin

2sin
2

⋅=⋅===Φ , όπου  

 
 
 ( )=xCsin  
 
 
 Οπότε το φάσµα µέτρου (Amplitude spectrum), είναι: 

( ) ( )( ) ( )TCATTCATj ωωω sin20sin2 22 ⋅=+⋅=Φ , και το φάσµα φάσης (phase 

spectrum) :  
 
    ( )=Φ ωjarg  
 
 
(Σηµείωση: Ενώ συνήθως οι M.F., δηλ. τα φάσµατα συχνότητας ( ) ( ){ }tfFj =Φ ω  
είναι µιγαδικές ποσότητες, εδώ παρατηρούµε ότι ο Μ.F.του ορθογ. παλµού 
( ) ( )TCATj ωω sin2 ⋅=Φ , είναι καθαρά πραγµατική συνάρτηση ως προς ω  και 

µάλιστα περιττή). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )( )
( )( )0sin,

0sin,0

<

≥

TC

TC

ωπ
ω

 



Β)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

iv) 

iii) 

ii) 

i) 

0 T -T 

A 

t 

( )tf  

( )ωjΦ  

T

π3
 

T

π2
 T

π
 

T

π−
 

T

π2−
 

T

π3−
 

ω 

ω 

ω 

2ΑΤ 

π 

( )ωjΦarg  

           -3π/Τ         -2π/Τ            -π/Τ                               π/Τ                2π/Τ               3π/Τ  

-3π/Τ            -2π/Τ                   -π/Τ                           π/Τ                      2π/Τ                    3π/Τ  

2ΑΤ 

( )ωjΦ  



 

Ιδιότητες Μ. Fourier  

( ) ( ){ } ( )∫
∞

∞−

− Φ=Φ= ωω
π

ω ω deFtf tj

2
11  ( ) ( ){ } ( )∫

∞

∞−

−→=Φ dtetftfF tjωορω .  
 

( ) ( )tfCtfC 2211 +  ( ) ( )ωω 2211 Φ+Φ CC  Α 

( )Ctf  






Φ⋅

CC

ω1
 

Β 

( )tfe tj 0ω  ( )0ωω −F  Γ 

( )0ttf −  ( ) 0tjeF ωω −  ∆ 

( )( )tf
dt

fd n
n

n

=  
( ) ( )ωω Φnj  Ε 

( ) ( )tfjt n−  ( )
n

n

d

d

ω
ωΦ

 
Ζ 

21 ff ∗  ( ) ( )ωω 21 ΦΦ  Η 

( ) ( )tftf 21  { }212

1
Φ∗Φ

π
 

Θ 

( ) ttf 0cosω  ( ) ( )[ ]002

1
ωωωω +Φ−−Φ

j
 

Ι 

( ) ttf 0sinω  ( ) ( )[ ]002

1
ωωωω −Φ++Φ  

Κ 

( )tf , πραγµατική - άρτια ( )ωΦ , πραγµατική - άρτια Λ 

( )tf , πραγµατική - περιττή ( )ωΦ , φανταστική - περιττή Μ 

 



 
Βασικό τυπολόγιο M. Fourier 

( ) ( ){ }ωΦ= −1Ftf  ( ){ } ( )ωΦ=tfF   

1 ( )ωπδ2  1 

C  ( )ωδπC2  2 

t  ( )ωδπ ′j2  3 
nt  

( )( )ωδπ nnj−2  4 

t

1
 ( )ωππ juj 2−  5 

nt

1
 ( )

( )
( )[ ]ωππ

ω
juj

n

j n

2
!1

1

−
−

− −

 6 

( )tδ  1 7 
( )0tt −δ  0tje ω−  8 

( )
dt

tdδ
 ωj  9 

( )
n

n

dt

td δ
 ( )njω  10 

( )tu  ( )
ω

ωπδ
j

1
+  11 

( )0ttu −  ( ) tje
j

01 ω

ω
ωπδ −+  12 

( )ttu  
( )

2

1

ωω
ωδ

π
d

d
j  13 

tje 0ω  ( )02 ωωπδ −  14 

t0sinω  ( ) ( )[ ]00 ωωδωωδπ −−+j  15 
t0cosω  ( ) ( )[ ]00 ωωδωωδπ −++  16 

( )tue at−  
aj +ω

1
 17 

tae−  22

2

a

a

+ω
 18 

2ate−  
ae

a
42ωπ −  19 

( ) { } 0, >∈− aRtute at  ( )2
1

aj +ω
 20 

( )
( ) { } 0,

!1

1

>∈⋅
−

−
−

aRtue
n

t at
n

 ( )nja ω+

1
 21 

 



Τεχνολογικές εφαρµογές του Μετασχηµατισµού FOURIER 
 

 1)Γενικά: Όπως έχουµε ξαναπεί, ο M.F. παρότι χρησιµοποιείται λιγότερο 
συχνά από ότι ο M.L., όµως έχει και αυτός ευρύτατες τεχνολογικές εφαρµογές 
(Ηλεκτρονική Φυσική, Οπτική, ∆ιάδοση Θερµότητας, Κυµατική, Θεωρία 
Σηµάτων – Συστηµάτων, Φίλτρων, Τηλεπικοινωνιών, κλπ). 
 Έτσι, ο Μ.Laplace χρησιµοποιείται συνήθως σε προβλήµατα που 
περιγράφονται από συνήθεις Γραµµικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις, ν-οστης τάξης, 
(όπου µάλιστα t>0), ενώ ο Μετασχηµατισµός Fourier χρησιµοποιείται συνήθως σε 
προβλήµατα που εκφράζονται µαθηµατικά από ∆ιαφορικές Εξισώσεις (συνήθεις ή 
µε µερικές παραγώγους), όπου η άγνωστη συνάρτηση και οι πρώτες (ν-1) τάξης 
παράγωγοι της µηδενίζονται όταν ∞→t . 
 Οι µετασχηµατισµοί Laplace και Fourier, όπως είδαµε, σχετίζονται µεταξύ 
τους και αναφέρονται σε συνεχείς (κυρίως) συναρτήσεις, (ενώ ο 
Μετασχηµατισµός Ζητά, όπως θα δούµε, αφορά στις διακριτές συναρτήσεις). 
 Τελικά λοιπόν, ο µαθηµατικός ορισµός και η εκλογή ενός 
Μετασχηµατισµού, εξαρτάται από το πρόβληµα τις απαιτήσεις και τα 
χαρακτηριστικά του προβλήµατος, αφού ο Μετασχηµατισµός δεν είναι παρά το 
µαθηµατικό µοντέλο του προβλήµατος. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2. Εφαρµογή του M.F. στα Γραµµικά Χρόνο – αµετάβλητα 
Συστήµατα (LTI)  

 
 Ο M.F. βρίσκει ευρεία εφαρµογή (όπως και ο M.L.), σε µια σηµαντική 
κατηγόρια Συστηµάτων, αυτή των Γραµµικών Χρόνο – αµετάβλητων Συστηµάτων 
(LTI, Linear Time – Invariant). Σ’αυτά τα Συστήµατα, τα σήµατα εισόδου και 
εξόδου, καταλήγουν να περιγράφονται από µια Γραµµική ∆ιαφ. Εξίσωση, µε 
σταθερούς συντελεστές, ν-οστης τάξης. 
 Ένα από τα κύρια προβλήµατα τότε, είναι να προσδιοριστεί η «συνάρτηση 
µεταφοράς του συστήµατος». 
 Συγκεκριµένα έχουµε: 
  α) Έστω ένα Γραµµικό χρόνο – αµετάβλητο (LTI) σύστηµα, µε σήµα 
εισόδου ( )tf  και σήµα εξόδου ( )tg  και µε αντιστοίχους Μετασχηµατισµούς 
Fourier ( )ωΦ  και ( )ωG . Ονοµάζουµε Συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, 

( )ωH , τη συνάρτηση ( ) ( )
( )ω
ω

ω
Φ

=
G

H , (frequency response), ενώ λέµε κρουστική 

απόκριση του συστήµατος, ( )th , την ( ) ( ){ }ωHFth 1−= , (impulse response). 
 Οπότε έχουµε: 
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )tfthHFGFtg ∗=Φ⋅== −− ωωω 11 , (θεώρηµα συνέλιξης), και 

( ) ( ){ } ( )∫
∞

∞−

− ⋅== ωω
π

ω ω deHHFth tj

2
11 . 

 
 

Συµβολικά: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F  

1−F  

F  

1−F  

( )ωΦ  

( )ωH  

( )ωG  

1−F  

F  

( )tg  

( )th  

( )tf  



  β) Όπως ήδη είπαµε, στα Συστήµατα – (LTI), τα σήµατα εισόδου και 
εξόδου, ικανοποιούν µια Γραµµική ∆ιαφορική Εξίσωση, µε σταθερούς 
συντελεστές, ν-οστης τάξης, της µορφής γενικά: 
 

( ) ( )
∑ ∑
= =

=
v

o dt

txd

dt

tyd

κ

µ

κ
κ

κ

κκ

κ

κ βα
0

, (35). 

 
 Στο πρόβληµα που συνήθως τότε είναι, να βρεθεί η ( )ωH , δηλ. η 
συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, έχουµε 2 κυρίως τρόπους λύσης. 
 Ο πρώτος τρόπος εύρεσης της ( )ωH  στηρίζεται στην εξής ιδιαιτερότητα 
εδώ: ότι τα σήµατα εισόδου ( )tf  συνήθως µπορούν να εκφράζονται ως µιγαδικές 

– εκθετικές συναρτήσεις της µορφής ( ) tjetf ω= , οπότε (όπως θα δούµε) τα 

σήµατα εξόδου τότε είναι και αυτά εκθετικής µορφής, τύπου ( ) ( ) tjeHtg ωω=  και 
ακολούθως µέσω της ∆.Ε (35) καταλήγουµε αλγεβρικά να προσδιορίσουµε την 
( )ωH . 

 Η δεύτερη µέθοδος εύρεσης της ( )ωH , (την οποία θα προκρίνουµε εδώ στις 
εφαρµογές – εναλλακτικά µε την πρώτη µέθοδο), έχει γενικά ως εξής: Θεωρώντας 

ότι ένα σύστηµα – (LTI) περιγράφεται από την ∆.Ε (35), τότε: ( ) ( )
( )ω
ω

ω
X

Y
H = , 

όπου ( ){ } ( ) ( ){ } ( )ωω XtxFYtyF == ,  και ( ){ } ( )ωHthF =  
δηλ. ( )ωX , ( )ωY  και ( )ωH  είναι οι M.F. της εισόδου ( )tx , της εξόδου ( )ty  και 
της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος ( )th  αντίστοιχα. Παίρνοντας τον M.F. 
της ∆.Ε (35), έχουµε: 

( ) ( )








=








∑∑
==

µ

κ
κ

κ

κ
κ

κ

κ

κ βα
00 dt

txd
F

dt

tyd
F

v
 ή (λόγω Γραµµικότητας του M.F.) 

( ) ( )
∑ ∑
= = 








⋅=








⋅
v

dt

txd
F

dt

tyd
F

0 0κ

µ

κ
κ

κ

κκ

κ

κ βα . 

 
 
 
 



 Οπότε λόγω της διαφορικής ιδιότητας του M.F., δηλ. 

( ) ( ) ( )ωω Φ⋅=






 n

n

n

j
dt

tfd
F , παίρνουµε: 
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οπότε : ( ) ( )
( )

( )

( )∑

∑

=

===
v

j

j

X

Y
H

0

0

κ

κ
κ

µ

κ

κ
κ

ωα

ωβ

ω
ω

ω , (36). 

 
 Παρατήρηση Ι: Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος ( )ωH , όπως 
δίνεται από την (36),είναι µια κλασµατική συνάρτηση πολυώνυµων ως προς ( )ωj , 
όπου: οι συντελεστές του πολυώνυµου του αριθµητή είναι οι συντελεστές του β’ 
µέλους της ∆.Ε. (35), δηλ. του ( )tx , ενώ οι συντελεστές του παρονοµαστή είναι 
ίδιοι µε αυτούς του α’ µέλους της (35), δηλ. οι συντελεστές του ( )ty . 
 Παρατήρηση ΙΙ: Όπως θα δούµε (και στο επόµενο παράδειγµα 1), ένα 
σήµα εκθετική – µιγαδικής µορφής στην είσοδο ενός (LTI) – συστήµατος, παράγει 
ένα σήµα εξόδου επίσης εκθετική – µιγαδικής µορφής. Αυτό συµβαίνει, είτε το 
σήµα εισόδου είναι µια περιοδική συνάρτηση – σήµα (Σειρά Fourier), είτε αν αυτό 
είναι µια µη περιοδική συνάρτηση – σήµα (ολοκλήρωµα Fourier). Εντούτοις στην 
πράξη τα σήµατα δεν είναι εκθετικής γενικά µορφής, όµως αυτή η ισοδύναµη 
µαθηµατικά εκθετική – µιγαδική έκφραση τους, διευκολύνει κατά πολύ τους 
υπολογισµούς κατά την µελέτη (ανάλυση – σύνθεση) των Σηµάτων – 
Συστηµάτων. 
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Παραδείγµατα – Εφαρµογές του M.F 
 

 1) Σε ένα σύστηµα (LTI), το σήµα εισόδου είναι ( ) tjetf 0ωκ ⋅= , (όπου κ 
σταθερά). Να βρεθεί ότι και το σήµα εξόδου ( )tg , είναι εκθετικής µορφής. 
 
Λύση: 
 Έστω ( ){ } ( )ωΦ=tfF  και ( ){ } ( )ωGtgF = , οπότε η συνάρτηση µεταφοράς 

του συστήµατος είναι: ( ) ( )
( )ω
ω

ω
Φ

=
G

H ,. Οπότε : 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )∫
∞

∞−

−− =Φ⋅→Φ⋅== ωωω
π

ωωω ω deHHFGFtg tj

2
1)9(11  

( ) ( ){ }∫
∞

∞−

⋅⋅= tjetfFH ωω
π2
1

 [όµως  

( ) ( )∫
∞

∞−

⋅−⋅= ωωωκπδω
π

ω deH tj
02

2
1

 

( ) ( ) ( ) tjtj eHdeH 0
00

ωω ωκωωωδωκ ⋅⋅=−⋅⋅= ∫
∞

∞−

, (δηλ και το σήµα εξόδου είναι 

εκθετικής µορφής). 
 
 2) Έστω ένα σύστηµα – (LTI), που περιγράφεται από τη ∆ιαφορική 
Εξίσωση: ( ) ( ) ( )txtyty =⋅+′ α , (µε α>0). Να βρεθεί η συνάρτηση µεταφοράς 
( )ωH  του συστήµατος, καθώς και η κρουστική απόκριση του συστήµατος ( )th . 

 
Λύση: 
 
 Η εν λόγω ∆.Ε. είναι της µορφής (35), όπου (αναλυτικά): 

0,1,1,,0,1 1010 ====== ==== κκκκ ββαααµv . 
οπότε από τον (36), παίρνουµε: 

( ) ( )
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0 . Οπότε, από το 

τυπολόγιο του M.F., όπου ( )tue
j

F at ⋅=








+
−−

ωα
11 , παίρνουµε: 

( ) ( ){ } ( )tueHFth at ⋅== −− ω1  
 
 
 



 3) Ένα Γραµµικό χρόνο – αµετάβλητο Σύστηµα – (LTI), χαρακτηρίζεται 

από τη ∆ιαφορική Εξίσωση, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx

dt

tdx
ty

dt

tdy

dt

tyd
234

2

2

+=++ . 

 Να υπολογιστεί η Συνάρτηση µεταφοράς ( )ωH  και η κρουστική απόκριση 
( )th  του Συστήµατος. 

 
Λύση: 
 
 Από τη σχέση (36) 
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 Για να προσδιορίσουµε την κρουστική απόκριση του Συστήµατος 
( ) ( ){ }ωHFth 1−= , παίρνουµε τον αντίστροφο M.F. της (Ι), αφού χρησιµοποιήσαµε 
τη γνωστή τεχνική της ανάλυσης µιας κλασµατικής συνάρτησης σε απλά 
κλάσµατα. Τέλος, µέσω του τυπολογίου του M.F. βρίσκουµε την ( )th . 

∆ηλαδή: ( ) ( )
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Άρα: 
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Άρα : ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )tuetuethHF
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 4) Έστω το σύστηµα του προηγούµενου παραδείγµατος (3) όπου όµως 
θεωρούµε ότι το σήµα εισόδου είναι ( ) ( )tx t e u t−= .  

Να βρεθεί το σήµα εξόδου ( )ty . 
 
Λύση: 
 
 Από τη σχέση (ΙΙ), που βρήκαµε στο προηγούµενο παράδειγµα (3), είναι: 
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Οπότε, αναλύοντας σε απλά κλάσµατα :  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ-ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1)Να υπολογιστεί ο M.F των συναρτήσεων : 

 α) ( ) ( ) ( )112
1 −⋅= −− tuetf t  

 β) ( ) 1
2

−
=

t
etf  

 γ)Να σχεδιαστεί το γράφηµα των άνω M.L : 
2)Να υπολογιστούν οι M.F : 
 α) ( ) ( )11 −++ tt δδ  

 β) ( ) ( ){ }22 −+−− tutu
dt

d
 

3)Να υπολογιστεί η απόκριση του συστήµατος όταν : 

 α) ( ) ( )( )
2

2 cos3sin

ω

ωω
ω

⋅
=Η j , και 

 β) ( )
3

1
+

=Η
ω

ω
j

j  

4)Να βρεθεί ο M.F των σηµάτων : 

 α) ( )
2sin








⋅

=
t
t

ttx
π

  

 β) ( )
( )221

4

t

t
tx

+
=  

 γ) ( ) t
etx
−

=  



 
 5) Να υπολογιστεί η συνάρτηση µεταφοράς ( )ωΗ  και η κρουστική 
απόκρουση του συστήµατος που εκφράζεται από τις γραµµικές διαφορικές 
εξισώσεις : 

α)
( ) ( ) ( ) ( )tuty

dt
tdy

dt

tyd
=++ 23

2

2

 , 

β)
( ) ( ) ( )tuty

dt

tyd
=⋅+ 2

2

2

ω  

γ)
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dt
tdu

tuty
dt

tdy

dt

tyd
+=++ 2

2

2

 

6)Να αποδειχθεί ότι : 

( ) ( )[ ]} ( ){ tF οοο ωωωδωωδπ cos1 =−+−−  . 

7) Αν ( ){ } ( ) ( )[ ]οοο ωωδωωδπω −−−= jtF sin  τότε: 

( ) ( )[ ]{ } ( )tjF οοο ωωωδωωδπ sin1 =−−+−  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


